
Leçon 160 - Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien
(de dimension finie).

Cadre : E est un R-ev de dimension finie n ≥ 1.

1. Adjoint d’un endomorphisme. —
1. Définitions et propriétés. —

– Pro : Pour tout f ∈ End(E), il existe un unique endomorphisme f∗ ∈ End(E) tel
que ∀x, y ∈ E, < f(x), y >=< x, f∗(y) >. L’endomorphisme f∗ est appelé adjoint
de f.

– Pro : f 7→ f∗ est un endomorphisme involutif : (f∗)∗ = f
– Pro+Def : Pour B une base de E, on aMat(f∗, B) = Mat(f,B)t. PourM ∈Mn(R)

on définit alors l’adjoint de M par M t.
– App : M.M t = 0 ⇒ M = 0.
– Pro : Pour f, g ∈ End(E), on a : (fg)∗ = g∗f∗, rg(f∗) = rg(f), det(f∗) = det(f),
Ker(f)⊥ = Im(f∗), Im(f)⊥ = Ker(f∗), χf = χf∗ , µf = µf∗ .

– Pro : Si F est un s-ev qui est f-stable, alors F⊥ est f∗ − stable.
2. Vocabulaire. —

– Def : f ∈ End(E) est dit autoadjoint/symétrique si f∗ = f .
Matriciellement, cela se traduit par M t = M . On note Sn(R) l’ensemble associé.

– Def : f ∈ End(E) est dit antisymétrique si f∗ = −f .
Matriciellement, cela se traduit par M t = −M . On note An(R) l’ensemble associé.

– Ex : Les projecteurs orthogonaux sont autoadjoints.
– Def : f ∈ End(E) est une isométrie/orthogonal si f∗f = ff∗ = IdE .

Matriciellement, cela se traduit par M tM = MM t = In. On note On(R) l’ensemble
associé.

– Ex : Les symétries orthogonales sont des isométries.
– Def : f ∈ End(E) est dit normal si f∗f = ff∗.

Matriciellement, cela se traduit par M tM −MM t = 0.
– Ex : Les endomorphismes auto-adjoints, antisymétriques, et orthogonaux sont nor-

maux.
– Contre-ex : La matrice M = En,1 n’est ni autoadjointe, ni orthogonale, ni normale.

2. Endomorphismes auto-adjoints. —
1. Quelques propriétés. —

– Def : Un endomorphisme auto-adjoint f est autoadjoint positif si ∀x ∈ E, <
f(x), f(x) >≥ 0.
On note alors S+

n (R) l’ensemble des matrices associé. L’endomorphisme f est dit
défini si < f(x), f(x) >= 0 ⇒ x = 0.
On note alors S++

n (R) l’ensemble des matrices associé.
– Pro : M ∈ Sn(R) ⇒ Sp(M) ⊂ R.
– Pro : M ∈ S+

n (R) (resp S++
n (R)) ⇒ M ∈ Sn(R) et Sp(M) ⊂ R+ (resp R∗+).

– Pro : Si f est auto-adjoint, alors pour tout F s-ev f-stable, F⊥ est f-stable.
– Pro : Mn(R) = Sn(R)⊕An(R).
dim(Sn(R)) = n(n+1)

2 .
– Pro : M ∈ S++

n (R) ⇔ (X,Y ) ∈ (Rn)2 7→< MX,Y > est un produit scalaire sur
Rn.

2. Réduction des endomorphismes auto-adjoints. —
– Thm : Soit f ∈ End(E) autoadjoint. Alors il existe une base orhtonormée B de

vecteurs propres de f.
Matriciellement, pour S ∈ Sn(R), il existe une matrice P ∈ On(R) telle que :
PSP−1 = Diag(λ1, .., λn) avec λi ∈ R.

– Théorème : Soit q une forme quadratique réelle sur Rn. Alors il existe une base
orthonormée de Rn dans laquelle q(x1, .., xn) =

∑
i λix

2
i .

– Pro : (Pseudo-réduction simultanée) Soit A ∈ S++
n (R) et B ∈ S+

n (R).
Il existe P ∈ Gln(R) telle que PBP t = In et PAP t est diagonale.

3. Applications. —
– App : log(det()) est strictement convexe sur S++

n (R)
– App : Pour tout S ∈ S++

n (R), il existe une unique S′ ∈ S++
n (R) telle que S′2 = S.

S’ est appelée racine carrée de S.
– App : (Décomposition polaire) Pour tout M ∈ Gln(R), il existe un unique couple
O,S ∈ On(R)× S++

n (R) tq M = OS.
– Pro : Soit S ∈ Sn(R). Alors ‖|S‖|2 = ρ(S) := max(|λi|), où ρ(S) est le rayon

spectral de S.
– Dev : L’exponentielle de matrices est un homéomorphisme de Sn(R) vers S++

n (R).

3. Endomorphismes normaux. —
– Pro : f est un endomorphisme normal ssi ∀x ∈ E, ‖f(x)‖ = ‖f∗(x)‖.
– Pro : Soit f endomorphisme normal et Eλ un sous-espace propre de f. Alors E⊥λ est
f∗-stable et f-stable.

– Pro : Soit M matrice normale de M2(R) de spectre vide dans R. Alors M est

semblable à
(
a −b
b a

)
pour a, b ∈ R avec b 6= 0.

– Théorème de réduction des endomorphismes normaux : Soit f un endomorphisme
normal. Il existe une base orthonormée B de E dans laquelle on a :

Mat(f,B) = Diag(λ1, .., λr, P1, .., Ps) avec λi ∈ R et Pj =
(
aj −bj
bj aj

)
, aj , bj ∈ R.

– App : Pour M ∈ An(R), il existe P ∈ On(R) tq PMP−1 = Diag(0, .., 0, P1, .., Ps)

avec Pj =
(

0 −bj
bj 0

)
, bj ∈ R.

– App : Si n est impair, toute matrice antisymétrique est de déterminant nul.

4. Endomorphismes orthogonaux. —
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1. Quelques propriétés. —
– Pro : Soit f ∈ End(E). On a l’équivalence :

i) f est orthogonal.
ii) ∀x, y ∈ E, < f(x), f(y) >=< x, y >.
iii) ∀x ∈ E, ‖f(x)‖ = ‖x‖.
iv) f envoie toute base orthonormée de E sur une autre base orthonormée de E.
v) f envoie une base orthonormée de E sur une base orthonormée de E.

– Pro : O(E) est un sous-groupe de GL(E) dont le centre est {±IdE}.
– Pro+Def : Pour M ∈ On(R), det(M) = ±1.

On définit alors SOn(R) := O+
n (R) et O−n (R) les sous-ensembles de matrices de

On(R) de déterminant respectivement 1 et -1.
– Pro : SOn(R) est un sous-groupe de On(R).
– Pro : Les valeurs propres des matrices M ∈ On(R) sont incluses dans U l’ensemble

des nombres complexes de module 1.
– Pro : Soit f orthogonal et F un s-ev f-stable. Alors F⊥ est f-stable.
– Théorème de réduction : Soit f orthogonal. Il existe une base orthonormée B de E

dans laquelle Mat(f,B) = Diag(Ip,−Ir, P1, .., Ps) avec Pj =
(
cos(tj) −sin(tj)
sin(tj) cos(tj)

)
,

tj ∈ [0, 2π[−{0, π}.
2. Etude en dimensions 2 et 3. —

– Pro : Les matrices de O2(R) sont semblables à
(
cos(t) −sin(t)
sin(t) cos(t)

)
pour celles de

SO2(R), ou à
(

1 0
0 −1

)
pour celles de O−2 (R).

– Pro : Les matrices de SO3(R) sont semblables à

1 0 0
0 cos(t) −sin(t)
0 sin(t) cos(t)

 pour un

t ∈ [0, 2π[.
Celles de O−3 (R) sont −I3 ou semblables à Diag(−1, 1, 1).

– Pro : Pour M ∈ SO3(R), on a alors : det(M) = 1, Tr(M) = 1 + 2cos(t).
– Pro : PourM ∈ So3(R),M 6= I3, et pour x ∈ Ker(M−I3), l’endomorphisme associé

à M est une rotation d’angle t = arccos(Tr(M)−1
2 ) dans le plan orthogonal à la droite

Rx.
– Exemple de M ∈ SO3(R).
– Dev : Soit G le groupe des quaternions de norme 1. Alors G/{±1} ' SO3(R).
– Rem : Cet isomorphisme, permet de ramener le calcul de l’image d’un vecteur de

R3 par une rotation à des produits dans H en identifiant les vecteurs −→i ,−→j ,
−→
k du

repère orthonormé canonique de R3 aux éléments i,j,k de H. (utilisé en simulations
3D)

3. Topologie du groupe orthogonal, applications. —
– Pro : On(R) est compact dans Mn(R).

– App : La décomposition polaire M 7→ (O,S) est un homéomorphisme.
– Pro : On(R) est un sous-groupe compact maximal de Gln(R).
– App : Pour tout A ∈Mn(R), on a |‖A|‖2 =

√
ρ(AAt).

– Pro : Pour n ≥ 2, SOn(R) est connexe par arcs. On(R) possède deux composantes
connexes par arcs.

– Dev : L’enveloppe convexe de On(R) est la boule unité fermée de Mn(R) pour la
norme ‖.‖2.
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