Lecon 235 : Problemes d’interversion de symboles en analyse.
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1 Interversion des limites.

1.1 Convergence uniforme.

[Amr19], IIL.1 et [Hau07], XII

1.2 Reégularité de la fonction limite.

[Amr19], II1.2-3 et [Hau07]

1.3 Cas des fonctions holomorphes.

[QQ17], IV.7.4 et V.3.3 et [Rud20], XV

P k
Lemme. V|z| < 1,Vpe N: |1 — E,(2)| < |2|P™ o E,(2) = (1 — z) exp <Z %)
k=1

Théoréme. Soit (a,) € CN une suite injective sans point d’accumulation telle que a, # 0 Yn. Soit
+00 >
m, € (N*)N et notons (z,) la suite ot chaque a, est 1épété m,, fois. Soit f : 2z +— || E, (—) Alors

n=1 n
f est bien définie, holomorphe sur C et ses zéros sont exactement les a,, d’ordres respectifs m,,.

[Rud20], XV.2

Remarque : si on a du temps on peut également faire la démonstration pour un ouvert quelconque
de C mais ¢a nécessite d’admettre certaines choses sur les fonctions holomorphes sur la sphére de Rie-
mann. On peut également montrer comme corollaires presque immédiats de ce théoréme le théoréme
de factorisation de Weierstrass et le fait que M(C) = Frac(H(C)).

2 Interversion limite/intégrale.

2.1 Théorémes de convergence.

[BP12], VIII.1-2 et [Can09], IIL.5

Théoréme. Soit f € L'(R,R), on note A := {t € R, f(t) # 0} et B := {£ € R, f(€) # 0}. Si
AA) < +0 et A(B) < 400, alors f = 0 presque partout.

D1

Dbon



[BB24], 32
Remarque : A n’est pas bien défini mais A(A) oui.

2.2 Intégrales a parameétre.

[BP12|, VIIL3, [Can09], 1.4 et [QQ17], I11.4.4 D2

Théoréme. |~ e dv = /7.

[Cal24], V1.2

3 Interversion des intégrales.

[BP12], XI et [Can09], IV.1

4 Autres types d’interversions.
4.1 Interversion des symboles.

[Rom23]|, 1.4

4.2 Interversions en probabilités.

|[CR16] Dbon

Théoréme. Soient (p,) €]0; 1[N et (V,) une suite de variables aléatoire indépendantes telles que
Y, ~ B(p,). On définit la suite de variables aléatoires (U,) par Uy = Uy =1 et Uyyo = Upyq + Y, U,.

p.S.

+00
1. 8i > p, = +0, alors U, +00;
n=0

n—+00

1
2. Soit f:x— 1+ — et (a,) la suite définie par ag = 1 et ani1 = f(an). Si (p,) est constante
z

00

1 s. X ;
égale a p €]0;1[, alors —In(U,) —22— > In(a;)(1 — p)p'.
n 0

n—+00

[BB24], 25
Remarque : si on n’a pas le temps, on peut supposer la suite constante dés le début.
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