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1 Développements asymptotiques de suites et de séries.

1.1 Premiers résultats.

[Gou20], IV.1 et [Amr19], I

1.2 Méthodes raffinées.

[Gou20], IV.1 et [Amr19], I

1.3 Développements asymptotiques de séries.

[Gou20], IV.2 et [Amr19], II D1

Théorème (théorème taubérien d’Hardy-Littlewood). Soit panq une suite de réels positifs. Supposons

que fpxq –
`8
ř

n“0

anx
n „

xÑ1

1
1´x

(donc de rayon de convergence égal à 1). Alors, sn –
n
ř

k“0

ak „

nÑ8
n.

[Tit76], VII.51

2 Développements asymptotiques de fonctions.

2.1 Développements limités, formules de Taylor.

[Gou20], II.1-2 et [Ave97], IV.3 Dbonus

Théorème (Lemme de Morse). Soit f : U Ñ R de classe C3 avec U Ă̋ Rn contenant 0. Supposons que
0 est un point critique non dégénéré de f et signpD2fp0qq “ pp, n´pq. Alors, Dφ un difféomorphisme
entre deux voisinages de l’origine dans Rn tel que φp0q “ 0 et fpxq´fp0q “ u2

1`. . .`u2
p´u2

p`1´. . .´u2
n

où u “ φpxq.

[Rou15], V.5.66 et VI.3.144
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2.2 Cas des fonctions définies par une intégrale.

[Can09], I.4-6

3 Développement asymptotiques en probabilités.
[CR16], IV D2

Théorème. On pose Xn :“ XpX ` 1q . . . pX `n´ 1q. On définit |spn, kq| les nombres de Stirling

de première espèce non signés par : Xn “
n
ř

k“0

|spn, kq|Xk.

Soit pUnqně1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que @n ě 1 Un suit la loi uniforme
sur rr1;nss. Alors :

1. σn :“ p1U1q ˝ . . . ˝ pnUnq suit la loi uniforme sur Sn ;

2. Soit Cn le nombre de cycles dans la décomposition en cycles à support disjoints de σn. Alors,

PpCn “ kq “
|spn, kq|

n!
;

3.
Cn ´ lnpnq

a

lnpnq

L
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

N p0, 1q.

[GK11], XIV.4.1.292
Remarque : variante du développement sur les nombres de Stirling, qui rentre mieux dans les leçons
de probas et la 218 mais pas dans la 190.

Dbonus

Théorème. Soient ppnq Ps0; 1rN et pYnq une suite de variables aléatoire indépendantes telles que
Yn „ Bppnq. On définit la suite de variables aléatoires pUnq par U0 “ U1 “ 1 et Un`2 “ Un`1 ` YnUn.

1. Si
`8
ř

n“0

pn “ `8, alors Un
p.s.

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

`8 ;

2. Soit f : x ÞÑ 1 `
1

x
et panq la suite définie par a0 “ 1 et an`1 “ fpanq. Si ppnq est constante

égale à p Ps0; 1r, alors
1

n
lnpUnq

p.s.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

`8
ř

i“0

lnpaiqp1 ´ pqpi.

[BB24], 25
Remarque : si on n’a pas le temps, on peut supposer la suite constante dès le début.
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