Lecon 221 : Equations différentielles linéaires. Systémes
d’équations différentielles linéaires. Exemples et applications.
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2025,/2026

(pour des exemples d’EDL issues de la physique, c.f. [Ber17], XXII.)
I un intervalle de R (non réduit & un singleton) et K = R ou C.

1 Deéfinitions et premiers résultats.

1.1 Définitions.
[Gou20]|, VI.2.1

Définition 1. Soient p,n € N*. On appelle équation différentielle linéaire (ou systéme diffé-
rentiel linéaire) d’ordre p sur K" toute équation de la forme :

Y@ = A, )YV 4 Ay(t)Y + B(t) (%)

o Ay, ..., A,y sont des fonctions continues de I dans M, (K), B est une fonction continue de I
dans K" et Y est l'inconnue qui est une fonction de I dans K™ de classe CP.
En pratique, on ne traitera que les deux cas suivants :

e p =1, dans ce cas, l’équation se réécrit
Y'=A@)Y + B(t) (%)
c’est dans ce cas que l’on se placera lorsque 'on parlera de systéme différentiel linéaire.
e n =1, dans ce cas, l’équation se réécrit
y? = a, 1 ()yPY + ..+ ao(t)y + b(t) (1)

ot les fonctions sont a valeurs scalaires. On parle alors d’équation différentielle linéaire
(scalaire) d’ordre p.

On parlera d’équation homogeéne lorsque B ou b seront identiquement nulles. On notera (Hx),
(Hx) et (HT) les équations homogénes associées aux équations précédentes.

On notera également Sy, S. et S; les ensembles des solutions des équations (x), (x) et () et Spys,
Sts et Sut les ensembles de solutions des équations homogénes associées.

Remarque 2. On peut toujours se ramener au cas p =1 en remarquant que (x) peut se réécrire

Y 0 I, 0 Y 0
d Y’ ST Y’ .
J— . — : +
dt 0 0 I, 0
y (1) Ap(t) s AL (1) y (=1 B(t)



1.2 Existence et unicité de solutions.

[Gou20|, VI.2.1 et VI.4.2

Théoréme 3 (Cauchy-Lipschitz linéaire). Soient ty € I et X € K". Alors I’équation (x) admet une
unique solution mazimale X vérifiant X (ty) = Xo. Cette solution est définie sur I tout entier.

Corollaire 4. S, est un sous-espace affine (vectoriel pour l’équation homogéne) de dimension n de
CH(I,K™).

Remarque 5. La direction de S, est Sg.. Le., si U est solution de (%), alors V est solution de (%)
si et seulement si V- — U est solution de (Hx).

Corollaire 6. Soient ty € I et xg,...,x,—1 € K. Alors léquation (f) admet une unique solution
mazimale x vérifiant £ (to) =z, k= 0,...,p — 1. Cette solution est définie sur I tout entier.

Remarque 7. S; est un sous-espace affine de dimension p.
Exemple 8. Les solutions sur R dey' +y =1t sont lest —t—1+ e .

Lemme 9 (Gronwall). Soient ¢,1) et y trois fonctions continues de sur un segment [a;b] a valeurs
positives. Supposons Yt € [a;b] = y(t) < p(t) + SZ@D(s)y(s)ds. Alors, YVt € [a;b] = y(t) < o(t) +

Ji o) (s) exp (1L w(u)du) ds.

Remarque 10. En pratique, le lemme de Gronwall a des conséquences de nature qualitative souvent
tres utiles. Il donne par exemple une preuve de l'unicité dans le théoréme 3.

1.3 Wronskien.

[Gou20], VI.2.1 et VI.2.3
Définition 11. Soient Vi,...,V, € Sy.. On appelle Wronskien de Vi, ..., V, Uapplication :
W=WwWW,...,V,): I - K )
t — det(Vi(t),...,Va(t))

Sivi,...,0, € Suy, le Wronskien de vy, ..., v, est défini par :
vit) - ()
W(t) = W(ve,...,05)(t) = : : (c’est le Wronskien que l’on obtient en utilisant
—1 -1
o) )

la méthode décrite plus haut pour se ramener a une équation d’ordre 1).

Exemple 12. cos et sin sont deuz solutions sur R de y" +y = 0. Le Wronskien associé est W (t) =
cos(t) sin(t)
—sin(t) cos(t)
Proposition 13. Soient Vi, ..., V, € Sg.. Alors, le rang de (Vi(t),...,V,(t)) ne dépend pas det € I.
Proposition 14. Des solutions Vi, ..., V, de (Hx) forment une base de Sy, si et seulement s’il
existe tg € I tel que W(Vi,..., Vo) (to) # 0. Si tel est le cas, alors W(Vy,...,V,)(t) #0Vte .
Exemple 15. Dans l’exemple précédent, cos et sin forment une base de [’ensemble des solutions de
Yy +y=0.

Proposition 16. Le Wronskien vérifie W'(t) = tr(A(t))W(t) (W'(t) = ap—1(t)W(t) dans le cas

scalaire d’ordre p).

= cos?(t) + sin?(t) = 1.

Exemple 17. u(t) = €' est une solution non nulle sur R de y" — 2y’ +y = 0. Si v est une autre
solution non proportionnelle a v, alors le Wronskien de u et v vérifie W' = 2W . On verra qu’il existe
donc X\ € K tel que W(t) = Ae*. On est alors amené a résoudre uwv' — u'v = \e** qui est une nouvelle
équation scalaire d’ordre 1 car u ne s’annule pas (si uw s’annule, il faut résoudre l’équation sur chacun
des intervalles ou u est non nulle et recoller aux bords). On trouwve au final v(t) = pe' + Ate'. On
vérifie ensuite que v(t) = te' définit une solution et que (u,v) est une base des solutions.
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2 Résolution de I’équation.

2.1 Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 1.

[Gou20], VI.2.1
Pour p = 1, () devient ¢ = ao(t)y + b(t). On notera a(t) = ao(t).

Théoréme 18. Soit ¥ : [ — K une primitive de a. Alors, pour p =1, Spt = {t — Ae¥® X e K},
Exemple 19. Pour l’équation y' = 2ty, Sy est la droite engendrée par t — e’

Proposition 20 (méthode de variation de la constante). Soit A : I — K une fonction C*. Alors,
pour p =1, t +— \(t)e¥® est solution de (1) si et seulement si ¥t € I, X (t) = e ¥ ®Ob(t).

Exemple 21. Appliquer la méthode a1 = 2ty+cos(t)e’” nous amene & résoudre N (t) = e~ cos(t)e!” =
cos(t). On vérifie ensuite que t — sin(t)e!” est solution.

Théoréme 22. {77 e=*"dx = /7.

[Cal24], VI.2

Théoréme 23. Soit tge I. Alors, pourp =1 :
St = {t — Szo exp(— S:O a(u)du)b(s)ds + )\exp(gio a(s)ds), A€ K}.

Remarque 24. En pratique, pour trouver une solution particuliere, on peut par exemple la chercher
sous forme de série entiére.

Théoréme. 1. Soit y une solution mazimale de y' = a(t) + b(t)y + c(t)y? et I son intervalle de
définition, ot a et b sont continues et ¢ dérivable ne s’annulant pas sur I. Soient ty € I et
c(t)
+b(t)z" + a(t)c(t)z = 0.
5+ )+ a(tett)
2. On consideére l'équation (Ry) : y' = 2+ty+y*. Posons z(t) = 1—t*. Alors 3z : R — R fonction
développable en série entiere de rayon infini telle que, pour tout yo € R, la solution maximale y
21 — Yoz
de (Ro) avec y(0) = yo est B

21 — Yoz2
de 0 dans {z1 — yoz2 # 0}.

z(t) = exp(— SEO c(s)y(s)ds. Alors z est solution sur I de 2" — (

et son intervalle de défintion est la composante connexe

[Berl7|, IV.exol7
Remarque pour cette lecon : Dans cette lecon, mettre uniquement le point 2 en tant qu’exemple.

2.2 Meéthode de variation des constantes.

[Gou20], VI.2.1 et [Dem16], VIL.3.3

Proposition 25 (méthode de variation des constantes). Soit (V1,...,V,) une base de Sg.. Soient
A,y dn € CHILK) et Vit > M(OVI(E) + ... + M(O)Viu(t). Alors, V € S, si et seulement si
VeI, Ni(O)Vi(t) + ...+ N, (t)V,(t) = B(t).

D1
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Remarque 26. Pour tout t € I, (Vi(t),...,V,(t)) est une base de K" et donc le systéme obtenu est
un systeme de Cramer, qui admet donc une solution.

Théoréme 27 (méthode de variation des constantes, cas scalaire d’ordre 2). Supposons p = 2 et soit
(u,v) une base de Syy. Soient A\, € CH(I,K) et x : t — Nt)u(t) + u(t)v(t). Alors, pour que x € S,
il suffit que X et p vérifient :

Vel N(u(t) + @' (t)v(t) = 0
TN () + (V') = b(t)
N (D (t) + ...+ /\;(t)up(t) = 0
Remarque 28. Pour l’ordre p, la condition devient _ B
4 P NOu D)+ NP = 0
M@ (@) + o+ N u () = b()

Exemple 29. Pour [’équation y" — t%y = 3 sur |0; +oo[, une base de Syt est (t — ¢t — %) Alors,
N2+ '/t 0
AN — /12 = 3
Ainsi, t — In(t)t? — /3 est solution sur ]0; +o0[.

/

1
t — M)t +pu(t)/t est solution si on a { ce qui équivaut a N = i et = —t>.

2.3 Equations différentielles linéaires a coefficients constants.

[Dem16], VII.2.2 et VII.3
On s’intéresse a la résolution de (H«) lorsque A(t) = A € M,,(K) est indépendante de t € I.

+o
Définition 30 (exponentielle de matrice). Soit A € M, (K). On pose exp(A) = e := Y] HAk'

Remarque 31. La bonne définition est assurée car la série est absolument convergente (on le voit
bien en prenant une norme d’algebre sur M, (K)).

a —b . [Ccosb —sinb
Exemple 32. Pour a,beR, exp (b a ) =e <sinb cosb )
Proposition 33. Si A, B € M, (K) commutent, alors e**8 = etel.

Théoréme 34. Soient ty € I et Xy € K. Alors, si A est constante, la solution de (Hx) vérifiant
X(to) =Xgest X :t— e(t_tO)AXo.

Remarque 35. On peut un peu préciser le résultat dans le cas des équations scalaires sur le corps C
(pour avoir les solutions a valeurs réelles, on prendra les parties réelles et imaginaires des solutions
complexes).

Théoréme 36. Supposons que les ay, dans ['équation (Ht) soient des fonctions constantes. Posons
S
P=XP—aq, 1 XP7' — ... —ag et écrivons P = [](X — )™ sous forme scindée sur C. Alors, une

k=1
I - C

base sur C de Sgr+ est(t s Akt , 1 <k <s, 1<q<k—1>.

3 Problémes aux limites.

Dans cette section, a < b € R sont des nombres réels et I =]a;b[, I = [a;b].



3.1 Probléme de Sturm-Liouville.
[Ber17|, XI.1 Soient p € C}(I,R) strictement positive et q € C(I,R).

Définition 37. L’opérateur de Sturm-Liouville et l'opérateur L défini pour y € C*(I,R) par
L(y) = —(py") +qy. On s’intéresse notamment & son action sur les fonctions vérifiant les conditions
de Cauchy homogénes : y(a) = y(b) = 0. On notera dans la suite E. = {y € C*(I,R), y(a) =
y(b) = 0} et F, =C(I,R). L est donc en particulier un opérateur de E, dans F,.

Définition 38. Le probléme de Sturm-Liouville (avec conditions de Cauchy homogénes) est le

probléme { y(a)LS/)y(:b)O: 0 (noyau de L : E, — F,).

Théoréme 39. Supposons p =1 et q positive. Alors, seule la fonction nulle est solution au probléme

de Sturm-Liouville.
Contre-exemple 40. Sip = 1 et ¢ = —w? avec w € 7Z et a = 0, b = 1, alors le probléeme de

Sturm-Liouville a une infinité de solutions qui sont les y(t) = psin(wt), p € R.

Dans la suite, on suppose p =1 et ¢ positive.

Remarque 41. Le théoreme précédent nous indique que pour f € F,, le probléme { y(af(—wy(:b)f— 0

a au plus une solution. On se propose dans la suite de prouver [’existence d’une solution en imposant
des conditions supplémentaires sur f.

3.2 Les espaces CH(I).

[QZ20], VIIL3.1 et VIIL3.3
Définition 42. Soit a €]0;1]. On pose C**(I) = {f € C(I,R), IC > 0,Vx,y e I : |f(x) — f(y)] <

Clz — y|*} (on dira que f wvérifie la condition a-Hélder sur I). On munit C**(I) de la norme

£l = 110 = sup )| + sup LD =01
zel TFY ’LL’ - y‘ )
Pour k € N. On pose C**(I) = {f € C*(I,R), Vj € [[0;k] : f© e CO*(I)}. On munit C**(I) de la

k .
norme |flha = 2 1fPlla-
j:

Proposition 43. Soit f € C**(I), alors f se prolonge en une unique fonction f e CF(I,R) dont les
dérivées vérifient la condition a-Holder sur 1. B
Dans la suite on notera également f pour désigner f.

k , (k) — f(k)
Lemme 44. | ||xq est équivalente o la norme | f|, == D [ f9 ] + sip J (ﬁ;) y]’ta (y)|
i=0 ay -

Dans la suite on utilisera indistinctement ces deux normes en les notant | f||.qo.
Proposition 45. Muni de la norme |.| .o, C**(I) est un espace de Banach et le produit y est continu.

Définition 46. Soient E et F deux espaces de Banach et T : E — F wune application linéaire
continue. On dit que T est compacte lorsque pour toute suite (z,) € EN bornée, (Tz,) admet
une valeur d’adhérence dans F. On dira de plus que T est fortement compacte lorsque la valeur
d’adhérence peut-étre choisie dans T(E).

Théoréme 47. L’injection C**(I) — C¥(I,R) est compacte.
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Théoréme 48. Soient k > k' € N et a > o/ €]|0;1]. Alors :
1. CP(I) < CK'(I) et linclusion est continue;
2. Sik >k oua>da, alors l'inclusion est compacte ;

3. Sik=Fk eta>d, alors linclusion est fortement compacte.

3.3 Probléme de Sturm-Liouville dans les espaces de Holder.

[QZ20], VIIL3.4
Ici, a €]0; 1] et q € CO(T).

Lemme 49. 3C, > 0 tq Yu € C*([0;1]),u(0) = u(1) = 0 : |ul < CyJu" — qu|w. De plus, C, ne
dépend que de |q| et ce de maniére croissante.

Lemme 50. On se place dans les hypothéses du point 2 du théoréme 7. Alors, Ye > 0,3C(e) > 0

tgVf € Ch(I) : [ flwar < elflka + CEIf oo D2

"
- o o rqu=g . |
Théoréme 51. Pour f € C"*(I), le probleme { w(a) = u(b) = 0 admet une unique solution u €

c2e().
[QZ20], VIIL.3.4
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