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1 Notion de compacité

1.1 Propriété de Borel-Lebesgue.

[Gou20], I.3
„ 6 items.
définition espace compact | exemples | intersection de fermés | corollaire : fermés emboîtés | partie
fermée d’un compact est compacte | union finie et intersection quelconque

1.2 Précompacité et complétude.

[QZ20], V.1-2
„ 5 items.
définition précompacité | exemple | compact ô précompact et complet | définition relative compacité
| lien avec la précompacité, exemple

1.3 Propriété de Bolzano-Weierstrass.

[Gou20], I.3.2-3
„ 5 items.
propriété Bolzano-Weierstrass | exemple : fermés bornés dans R | suite avec une unique valeur d’adhé-
rence converge dans un compact | DEV 1 | Tychonov dénombrable D1

Théorème. 1. Si punq est une suite à valeurs dans un espace métrique compact et
dpun`1, unq ÝÝÝÝÑ

nÑ`8
0, alors adhpuq est connexe ;

2. Soit f : r0; 1s Ñ r0; 1s continue et punq P r0; 1sN définie par u0 P r0; 1s et un`1 “ fpunq. Alors,
punq converge si et seulement si |un`1 ´ un| ÝÝÝÝÑ

nÑ`8
0 ;

3. Soit f : r0; 1s Ñ r0; 1s continue et punq P r0; 1sN définie par u0 P r0; 1s et un`1 “
1

n ` 1

n
ř

k“0

fpukq.

Alors, punq converge vers un point fixe de f .

[IP19], 18
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1.4 Partie compactes dans un espace vectoriel normé.

[Li13], I.2
„ 7 items.
parties compactes dans pRn, }.}8q | équivalence des normes en dimension finie | parties compactes
d’un evn de dimension finie | evn de dimension finie est complet, fermé dans un plus gros evn |
application linéaires sont continues en dimension finie | théorème de Riesz | intérieur d’un compact
en dimension finie | DEV bonus Dbonus

Théorème. Soit q P QpRnq définie positive et C P Rn. On note Eq,C :“ tX P Rn, qpX ´ Cq ď 1u

l’ellipsoïde (pleine) associée à q centrée en C. Soit K Ď Rn compact d’intérieur non vide, alors :

1. à C fixé, il existe une unique ellipsoïde centrée en C contenant K de volume minimal ;

2. il existe une unique ellipsoïde contenant K de volume minimal (centre non fixé).

[BB24], II.39 et III.14
Remarque : on n’a sûrement pas le temps de présenter le point 2 mais il est important de pouvoir
répondre à des questions dessus.

2 Fonctions continues et compacité.

2.1 Premiers résultats.

[Gou20], I.3.4
„ 9 items.
image d’un compact par une application continue | continue bijective partant d’un compact ñ

homéomorphisme | contre-exemple | théorème des bornes atteintes | théorème de Heine | contre-
exemple | f continue sur un compact et dpfpxq, fpyqq ă dpx, yq alors f admet un unique point fixe |
contre-exemple | DEV 2 | DEV bonus D2

Théorème (Brouwer). Toute application C1 de la boule unité fermée de Rn dans elle-même admet
un point fixe.

[GT98], II.5 et 7
Remarque : si on a le temps, expliquer comment on généralise ce théorème au cas d’une application
seulement continue.

Dbonus

Théorème. Soit F un sev de Cpra; bsq de dimension finie n P N˚. Alors, ASSE :

1. @f P Cpra; bsq, D!q P F tq }f ´ q}8 “ dpf, F q ;

2. @q P F , si q s’annule en n points distincts, alors q “ 0.

[GT96], II.IV.12 et [Che82], III.5
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2.2 Théorème d’Ascoli et applications.

[HL09], I.2
„ 8 items.
définition équicontinuité ponctuelle, globale, uniforme | équivalence globale et uniforme car X com-
pact | exemples | théorème Ascoli | exemples : lipschitzienne, fonction hölderienne | théorème de
Montel | corollaire : pas de norme sur HpΩq | remarque : semi-normes, espace de Fréchet

2.3 Applications linéaires continues : Banach-Alaoglu.

[HL09], 0.4
„ 3 items.
théorème de Banach Alaoglu | cas d’un Hilbert | application : DEV bonus Dbonus

Théorème. Soit H un espace de Hilbert et J : H Ñ R une fonction convexe continue et coercive.
Alors, J admet un minimum sur H.

[IP19], 53

3 Opérateurs compacts.
[HL09], VI.1 et [QZ20], VIII.3
„ 7 items.
définition opérateur compact | exemple : rang fini | exemple : opérateur à noyau | définition espaces
de Hölder | injection Ck,αpIq ãÑ CkpIq compacte | inclusion Ck,α Ď Ck1,α1 compacte | DEV bonus Dbonus

Théorème. Pour f P C0,αpIq, le problème
"

´u2 ` qu “ f
upaq “ upbq “ 0

admet une unique solution u P C2,αpIq.

[QZ20], VIII.3.4
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