Lecon 203 : Utilisation de la notion de compacité.
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1 Notion de compacité

1.1 Propriété de Borel-Lebesgue.
[Gou20], 1.3

~ 6 1tems.
définition espace compact | exemples | intersection de fermés | corollaire : fermés emboités | partie
fermée d’un compact est compacte | union finie et intersection quelconque

1.2 Précompacité et complétude.

[QZ20], V.1-2

~ b items.

définition précompacité | exemple | compact < précompact et complet | définition relative compacité
| lien avec la précompacité, exemple

1.3 Propriété de Bolzano-Weierstrass.

[Gou20], 1.3.2-3

~ 5 items.

propriété Bolzano-Weierstrass | exemple : fermés bornés dans R | suite avec une unique valeur d’adhé-

rence converge dans un compact | DEV 1 | Tychonov dénombrable D1

Théoréme. 1. Si (u,) est une suite a wvaleurs dans un espace méltrique compact et
d(upi1, u,) — 0, alors adh(u) est connexe;

n—+0o0

2. Soit f:[0;1] — [0;1] continue et (u,) € [0;1]N définie par ug € [0;1] et u,i1 = f(uy,). Alors,

(un) converge si et seulement i |up41 — Uy| — 0
n—-+00

1 n
3. Soit f : [0;1] — [0; 1] continue et (uy,) € [0; 1N définie par ug € [0;1] et upyy = ] > flug).
n k=0

Alors, (u,) converge vers un point fize de f.

[IP19], 18



1.4 Partie compactes dans un espace vectoriel normé.

[Lil3], 1.2

~ 7 items.

parties compactes dans (R",|.|«) | équivalence des normes en dimension finie | parties compactes
d’un evn de dimension finie | evn de dimension finie est complet, fermé dans un plus gros evn |
application linéaires sont continues en dimension finie | théoréme de Riesz | intérieur d’un compact
en dimension finie | DEV bonus

Théoréme. Soit g € Q(R™) définie positive et C € R". On note £, = {X € R*, ¢(X — C) < 1}
Uellipsoide (pleine) associée a q centrée en C. Soit K < R™ compact d’intérieur non vide, alors :

1. a C fixé, il existe une unique ellipsoide centrée en C' contenant K de volume minimal ;
2. il existe une unique ellipsoide contenant K de volume minimal (centre non fizé).

[BB24], 11.39 et II1.14
Remarque : on n’a siirement pas le temps de présenter le point 2 mais il est important de pouvoir
répondre a des questions dessus.

2 Fonctions continues et compacité.

2.1 Premiers résultats.

[Gou20], 1.3.4

~ 9 items.

image d’un compact par une application continue | continue bijective partant d’un compact =
homéomorphisme | contre-exemple | théoréme des bornes atteintes | théoréme de Heine | contre-
exemple | f continue sur un compact et d(f(x), f(y)) < d(x,y) alors f admet un unique point fixe |
contre-exemple | DEV 2 | DEV bonus

Théoréme (Brouwer). Toute application C* de la boule unité fermée de R™ dans elle-méme admet
un point fize.

[GT98|, I1.5 et 7
Remarque : si on a le temps, expliquer comment on généralise ce théoréme au cas d’une application
seulement continue.

Théoréme. Soit F' un sev de C([a;b]) de dimension finie n € N*. Alors, ASSE :

1. VfeC([a;0]), Nge F tq|f —qlew =d(f, F);

2. ¥qe F, siq s’annule en n points distincts, alors ¢ = 0.

[GT96], ILIV.12 et [Che82], IIL.5

Dbon

D2

Dbon



2.2 Théoréme d’Ascoli et applications.

[HLO09], 1.2

~ 8 items.

définition équicontinuité ponctuelle, globale, uniforme | équivalence globale et uniforme car X com-
pact | exemples | théoréme Ascoli | exemples : lipschitzienne, fonction holderienne | théoréeme de
Montel | corollaire : pas de norme sur #H(f2) | remarque : semi-normes, espace de Fréchet

2.3 Applications linéaires continues : Banach-Alaoglu.

[HL09], 0.4
~ 3 items.
théoréme de Banach Alaoglu | cas d’un Hilbert | application : DEV bonus Dbon

Théoréme. Soit H un espace de Hilbert et J : H — R une fonction convexe continue et coercive.
Alors, J admet un minimum sur H.

[IP19], 53

3 Opérateurs compacts.

[HLO9], VL1 et [QZ20], VIIL3

~ 7 items.
définition opérateur compact | exemple : rang fini | exemple : opérateur a noyau | définition espaces
de Holder | injection C*(I) < C*(I) compacte | inclusion C** < C¥*" compacte | DEV bonus Dbon

"
a 5 0,0 5 —u +qu = f . 3 2,0
Théoréme. Pour f € C%*(I), le probleme { w(a) = u(b) = 0 admet une unique solution u € C>*(I).

[QZ20], VIIL3.4
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