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1 L’ensemble des nombres premiers.

1.1 Généralités.

[Gou21], I.1.2 et [Rom21], XI.1-2

~ 14 items.

théoréme de Bézout | théoréme de Gauss | définition nombre premier | exemple (tableau en annexe) |
théoréme fondamental de I'arithmétique | exemple | définition valuation p-adique | exemple : valuation

du pged | ptn < pAan=1]un premier est premier | p| (Z) | Z/nZ corps < p € P | définition

indicatrice d’Euler | formule explicite de ¢(n)

1.2 Reépartition des nombres premiers.

[Rom21], XI.3-4 et [Per96], I11.4

~ 8 items.
|P| = +o0 | théoréme Dirichlet faible (Perrin, exos) | théoréme de la progression arithmétique de
Dirichlet (admis) | théoréme de Bertrand (admis) | définition de 7 fonction de répartition des nombres

m(x)

(admis) | corollaire : —= — 0
T

premiers | remarque : 7(z) —— +©0 | m(x) ~
r—+00

In(z)

1.3 Tests de primalité.

[Rom21|, XI.5-6, [Dem09], I1.3.6-7 et [App24|, XIX.4

~ 6 items.

Théoréme de Wilson (Rombaldi XI.5) | : critére de Fermat, témoins de Fermat | exemple avec
Fy = 2% +1 = 2% 4 1| critére de Miller-Rabin, témoins de Miller | nombre de témoins de Miller

(Demazure 11.3.6-7): | test probabiliste de primalité (Appel)

2 Exemples d’applications.

2.1 Théoréme des deux carrés.
[Per96], 11.6

~ 7 items.
définition X | exemples | définition Z[i], norme | 3 stable par multiplication | inversibles de Z[i] |
DEV 1 : théoréme des deux carrés
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Théoréme. 1. Soit p e P. Alors, p est somme de deux carrés < p n’est pas irréductible dans Z|i]
< p=2oup=1[4].

2. Soit n = Hpepp”p(”) > 2. Alors, n est somme de deux carrés si et seulement si Vp =
3[4], vp(n) € 2N.

3. Les irréductibles de Z[i] sont, auz inversibles pres, les p € P avec p = 3[4] et les z € Z[i] avec

N(z) eP.
[Per96], 11.6

2.2 Théorie des groupes finis.

[Per96], 1.5 et [Ber20], XI.1

~ 5 items.

définition p-Sylow | |X| = |XY| [p] | centre d'un p-groupe | théorémes de Sylow | applications des
théorémes de Sylow (on peut en chercher quelques unes dans les exos du Berhuy)

2.3 Arithmétique des polynémes.

[Ber20|, XIX.2-3
~ 5 items.

critére d’irréductibilité modulo p | exemple | critére d’Eisenstein | exemple : ®, | (factorialité et
irréductibles de Z[X])

2.4 Polygones constructibles.
[Goz09], VI.1 et [Car01], II.1

~ 3 items.
®,, irréductible sur Q | DEV bonus : polygones constructibles | exemple : construction du pentagone

2 a . . .. . 2im
Théoréme. 1. Soitn =3 et n = pi*...pL* sa décomposition en facteurs premiers. Alors, en

21

[}
o o o 7 °
est constructible si et seulement si les e®i sont constructibles ;

2. Ya e N, e3% est constructible ;

3. Soient p = 3 un nombre premier et a € N*. Alors, e est constructible si et seulement si o = 1
et p est un nombre premier de Fermat (i.e. de la forme p = 2™ + 1).

[Car01], IV.2 et X.4.1
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3 Corps finis.

3.1 Généralités.

[Per96], I11.2

~ D items.

caractéristique, sous-corps premier | cardinal d’un corps fini | morphisme de Frobenius | existence et
unicité d’un corps fini | exemple : Fy = Fo[ X]/(X? + X + 1)

3.2 Loi de réciprocité quadratique.

[Goz09], VILT et XII.2

~ 8 items.
carrés dans F, pour p = 2 et p > 2 | carrés = noyau de z — z'T | —1 est un carré ssi p = 1[4] |
définition symbole de Legendre | (E) — ' | définition sommes de Gauss | DEV 2 : réciprocité
D
quadratique | exemple en annexe (Gozard XII.2) D2
1 B
Proposition. On a s(a) = (2) s(1) Ya e F} et s(1)* = <—> p=(-1)TpekK.
p p

Théoréme (Loi de réciprocité quadratique et deuxiéme loi complémentaire). .

()
2. (%) _ (_1)%1

[Goz09], XII.2 et [Zav13], I1.6

Remarque : besoin de définir les sommes de Gauss.
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