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1 Construction et propriétés de Z{nZ.

1.1 Structure de Z{nZ.

[Rom21], X.1
„ 10-15 items.
Suivre le Rombaldi en ajoutant que tous les groupes cycliques sont isomorphes à un Z{nZ pour
introduire le dev 1. D1

Théorème. Si p est impair alors :

SO2pFqq »

"

Z{pq ´ 1qZ si ´ 1 P F˚
q
2

Z{pq ` 1qZ si ´ 1 R F˚
q
2

De plus, SO2pF2nq » pZ{2Zqn.

[CG18], VIII.3

1.2 pZ{nZqˆ et indicatrice d’Euler.

[Rom21], X.2
„ 10 items.
Suivre le Rombaldi. (Ne pas oublier de mettre en application que les sous-groupes finis de Kˆ sont
cycliques.)

1.3 Théorème des restes chinois.

[Rom21], X.3-4
„ 5 items.
Suivre le Rombaldi en mettant au moins un exemple de résolution de système d’équations diophan-
tiennes (peut-être en annexe).

2 Carrés dans Z{nZ.

2.1 Carrés dans Z{pZ, réciprocité quadratique.

[Goz09], VII.7 et XII.2 et [Dem09], V.3
„ 15 items.
Z{nZ est un corps ssi intègre ssi n premier ssi φpnq “ n ´ 1 (Rombaldi XI.5 par exemple) |

...
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Carrés dans Fp pour p “ 2 et p ą 2 | Carrés = noyau de x ÞÑ x
p´1
2 | ´1 est un carré ssi p ” 1r4s

(Gozard VII.7)
... |

... définition symbole de Legendre |
ˆ

x

p

˙

“ x
p´1
2 | définition sommes de Gauss |

DEV 2 : réciprocité quadratique | exemple en annexe (Gozard XII.2)
... |

... définition symbole de Jacobi
| propriétés symbole de Jacobi | remarque : ne caractérise pas les carrés dans Z{nZ (uniquement un

sens) | loi de réciprocité quadratique symboles Jacobi (Demazure V.3)
... D2

Proposition. On a spaq “

ˆ

a

p

˙

sp1q @a P F˚
p et sp1q2 “

ˆ

´1

p

˙

p “ p´1q
p´1
2 p P K.

Théorème (Loi de réciprocité quadratique et deuxième loi complémentaire). .

1.
ˆ

p

p1

˙ ˆ

p1

p

˙

“ p´1q
pp´1qpp1´1q
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2.
ˆ

2

p

˙

“ p´1q
p2´1

8

[Goz09], XII.2 et [Zav13], II.6
Remarque : besoin de définir les sommes de Gauss.

2.2 Calcul effectif d’une racine carré dans Z{pZ.

[Dem09], V.1.3
„ 3 items.
Cas où p ” ´1r4s | algorithme dans le cas général (peut-être en annexe) | remarque : comment
trouver le z tq z2

r
” ´1rps.

2.3 Cas de Z{nZ

[Dem09], V.1.4 et [Ber20], XVI.3
„ 3 items.
On se ramène au cas n “ pα par le théorème chinois | cas de p “ 2 | cas de p ě 3

3 Applications.

3.1 Aux nombres premiers.

[Rom21], XI.5-6, [Dem09], II.3.6-7 et [App24], XIX.4
„ 5 items.
Théorème de Wilson (Rombaldi XI.5) |

... critère de Fermat, témoins de Fermat | exemple avec
F5 “ 22

5
` 1 “ 232 ` 1 | critère de Miller-Rabin, témoins de Miller | nombre de témoins de Miller

(Demazure II.3.6-7)
... | test probabiliste de primalité (Appel) | (Dirichlet faible)

3.2 Structure des groupes abéliens finis.

[Ber20], XII.5
„ 5 items.
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Théorème de structure des GAF | exemples | énumération des groupes abéliens d’un certain ordre
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