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1 Transformation de Fourier

1.1 Dans L'(R)
[ : El Amrani Fourier

Définition 1. La transformée de Fourier de f € L'(R) est f : £ € R Jg f(@)e "¢ dx.

Lemme 2 (Riemann-Lebesgue). Si f € L', alors f est bien définie et \f(§)| —0

Notation 3. Cy(R) :={f € C°(R) | |f(x)| I\—+> 0}
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Proposition 4. La transformation de Fourier sur L', F : (L', |.[1) = (Co, ||.|ls0), f — [, est linéaire

continue de norme 1.

Exemple 5 (Indicatrice, Poisson, Gaussienne). — Si a < b, F(1jy) :

§#0) et F(llap)(0)=b—a
— f(m»—)%e‘x):gwﬁ
— Sia>0, Flzre ™) : \/ge*%

Remarque 6. 1i, € L', mais F(1j,y) ¢ L'.
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Notation 7. Si f : R — C, on note f: 2 — f(—x) et pour a €R, 7,f : x — f(x — a).

Proposition 8. Vf € L', F(f) = F(f) et F(f) = F(f)

Corollaire 9. Vf € LY, f paire (resp. impaire) = F(f) paire (resp. impaire)

2sin(b52€) _jazto
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Proposition 10. Vf € LY, VA € R, F(z — f(\z)) : £ — %]—'(f)(%), et si a € R, F(rof) : & —

eTEF(F)E), et F(x— e f(x)) : & = o(F(f))(E).
Proposition 11. Vf,g e L', f * g= fﬁ

Application 12. * n’a pas d’élément neutre dans L'



Proposition 13 (Formule de dualité). Vf,g € L', [ fi = [ fq

Théoréme 14 (Formule d’inversion). Si f € L' et fe L, alors f =2nf, i.e. flz) = % fR f(f)e”fdf
p.p. En particulier, F est injectif.

Exemple 15. Sia >0, alors F(z — —t—) : & — Te

a?+x?

Corollaire 16. Si f, f,g € L', alors fg € L' et : fg = %f*g

1.2 Transformation de Fourier dans S(R)

Proposition 17. Soit f € C! tq f,f' € L'. Alors V¢ € R,f’(E) = fiff(f). En particulier, |f(§)\ =
Ol¢| 00 (1/1€])-

Corollaire 18. Soit k € N, supposons f k fois dérivable et f, f', ..., f*) € L'. Alors V¢ € R,f(k)(é) =
(—1E)Ff (&), et [F(E)] = oj¢)+o0(1/1€[*).

Proposition 19. Soit f € L' tq z — xf(x) € L'. Alors f € C'(R), et V€ € R, f/(€) = F(z —
—ix f(z))(E)-

Corollaire 20. Soit k € N, supposons f € L' tq x — xf(x), ...,z — |z|Ff(z) € L'. Alors f € C*(R), et
VEER, fM(€) = Fla = (—ix)* f(2))(€)

Définition 21. f: R — C est a décroissance rapide si Vo € N, |x|%|f(x)] =
x|—+o00

Exemple 22. 2 — e |*Isin(z) est a décroissance rapide.

Définition 23. L’espace de Schwartz S(R) est l’ensemble des f : R — C de classe C™ tq f et toutes ses
dérivées sont & décroissance rapide.

Remarque 24. C¥ C S(R) et Vp € [1,+],S(R) C LP(R).
Proposition 25. S(R) est un ev stable par dérivation, par multiplication par un polynéme et par produit.

Proposition 26. S(R) est stable par F.

Définition 27. On dit que (fn)nen € S(R)N tend vers f € S(R) dans S(R) siVa, B € N,sup,cg \J;|"|f,(16) (x)—

Remarque 28. CX(R) est dense dans S(R).
Théoréme 29. F : S(R) — S(R) est linéaire bijective et bicontinue. On a Vf € S(R),Vz € R, f(z) =
o Jr F(€)e™4dE.
1.3 Transformation de Fourier dans L?(R)
Théoréme 30 (Formule de Plancherel-Parseval). Vf € L', || f|2 = 2] f| 2.
Exemple 31. [, Sint#dt =7
2 ~ N 2 ~
Théoréme 32. Soit f € L2. Alors I(fo)nen € (LXNLAN, f,, —=— f, et 3f € L2, f, —=— f. La
- n——+oo n—-+oo
fonction f ne dépend pas de la suite (fn)nen-
Définition 33. La limite f est la transformée de Fourier de f dans L?.
Proposition 34. Si f € L' N L2, alors f = f (p.p.).

Remarque 35. On dispose donc de F : L' — Cq et F : L? — L? qui coincident sur L* N L?. On notera
sans distinction f = F(f).

Proposition 36. Soit f,g € L2, alors fg et fje L', et Jr fg= Jr f3-

Théoréme 37 (Formule d’inversion). P : L? — L% f \/%}'(f) est une isométrie bijective d’inverse

P f = Pf).



2 Applications

2.1 Equations différentielles

Proposition 38 (Equation de Laplace). Soit ¢ € S(R). Alors u” — u = ¢ admet une unique solution

u€SR). Clestu:arr s=F(& Ii(éz))(_'r)

Théoréme 39 (Equation de la chaleur). Soit f € L', alors il existe un unique u € C} NC2(R%. x R) tq :
— Qyu = 0%u sur R% xR
— u(t,.) = flh o 0
De plus, u € C>*(R% x R).
[] : Rauch

Définition 40. v € C(R,S(R)) siu:RxR —=C et :
— VteR,u(t,.) € S(R)
— Vt €RR, Vi, e tu(ty,.) 5B ul(t,.)
n—-+0oQ

n—-+oo

Définition 41. Si k € N, alors u € C*(R,S(R)) si u € C(R,S(
C(R,S8(R)). On dit que u € C*°(R,S(R)) si u € ey CF(R,S(R)).
Théoréme 42 (Equation de Schrédinger). /[DEV] Soit f € S(R), alors l’équation dyu = i0%u avec
pour condition initiale w(0,.) = f admet une unique solution v € C®(R,S(R)). C’est u : (t,x) —

oL [ e e fg)de.

R)), O, ..., 0Fu existent et sont dans

az2
Exemple 43. Si f:x — e~ /2 quec a > 0, alors u(t,r) = ——t——e 2Ctat1/2)

Vita+1/2

2.2 Principe d’incertitude
Proposition 44. Soit f € L' & support compact tqf est a support compact. Alors f = 0.

Théoréme 45 (Principe d’incertitude suédois). [DEV] Soit f € L', notons Ay := {x € R| f(x) # 0} et
By :={¢ €R| f(€) #0}. Supposons que Leb(As) < 400 et Leb(Bj) < 400, alors f = 0.

Théoréme 46 (Principe d’incertitude de Heisenberg). Vf € L?, [; |z f(x)[*dz [, ££(€)|2dE > 111713

2.3 En probabilités

[2] : Chabanol
Définition 47. Soit X une v.a.r. Sa fonction caractéristique est px : £ € R +— E[e?X].

Remarque 48. Si X est a densité f, alors px = f.
Exemple 49. Si X ~ N (1, 02) alors px : & —» eP€=076"/2,
Théoréme 50. La fonction caractéristique caractérise la loi.

Exemple 51. Si X1 ~ N (uu1,0% et Xo ~ N (p2,03) sont indépendantes, alors X1+ Xo ~ N (u1+pia, 02+
2
03).

Théoréme 52 (Lévy). Soit X, (X,,)nen des v.a.r. Alors X, L X ssi px, cvs oy

n——+oo n—-+o0o

Application 53 (TCL). Soit (X,)nen suite de v.a. i.i.d., tous de carré intégrable. Notons p = E[X1] et
1 n
o2 = Var(Xy). Alors Jna2=iztXe=t £, £ 1),

n—-+oo

3 Développements

- Principe d’incertitude suédois, [3]

- Equation de Schrédinger, [4]
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