A04 G—mufﬂf* %M;s, E‘CW afT ‘@rionA Ex A Ze comdre T )= n€G | Uy €6, uu=y b %{_Jiwﬂu;;&%q

s fovte la lgon, € disgne as Groupa ine Lo Q@ goupe BE DOV L ghgth) o ye6 ) edksistingui s &
ke 4¢ on Simplemant 4 5Hlulga pas daubigada & Garey o bowiaus communhak] .
i - Gangradutas sur S %roufﬁa/&t Ref>: Z0kGhE dia growfor quobionts o ot

E/f o Ase Alun sous *'af'OtAT'n HC G art son Ca-rab&/‘aQ, ,(]_(;w,fuw_‘ G/Ku_@ ~ T ¥

ek lodse A oot 1 €G et Llode du sour—aroup (Dhckows do acoupet .

r ( o s ok H ) ak oD . ~ 040 L | . " :
WG, CG’C?UJR( WVQ—/ o V8 e d_ f (R x ;’W.OA dut Fue (= ;a_%&'r SO UM asen X 54 éhcﬂ'«%f)’)ﬂ_

-7

— e e e — .. e e e e — | — | T w—— — -

| ‘-v__g;('%é@ﬂ A(Oi~) a(ﬂm):‘-"'mzv“:ii‘%n:/)}- _
=’R_;C_p;_,3 :Sii'"’k.,g £6 tals g ML= %q’“ . Aors: Ow nare C:»QOT’ fous” fout %E’G_O}"{"au} nE X a-Mn= %’%)(}h) ..
i - (4)Ako, 4 a('%k): 0(%)/0:;«1/&4- | | E_‘Sif”(r““lﬁ" S i madimaa, = rrauwslabon a éaJ.._JLL :

AREG, 6-;’!5%(’\,0*# Frcz;"’g‘&‘aaiw
‘ijhéé/. ﬁ-h: %h(é:‘ﬂ—
ﬁ SFO%FO— S‘n -’)_cESC" LT E‘fgm il Aﬂal’ufai(yw EIJU'

-
&

H‘CP &S 'b/"} & zl--j N B T>w 1 :0‘(/!) :
| ) ) ,& A r

4 1ol 9 e G a 50 aﬁWi
a(a_ grL ’

— mo .  mmam

. — — B S—— i — 0 — i, ——

i L' [G:'k}:[:Gziujiﬂ?K ,
G 1 Soi 1 EG. Mo o(s) [ L6 ) oF dors P Lo oo dbfinie sur Xppe ¥, 4€ X,

L’- ‘V%eéﬂj %IG( b 4’(} o .' "}‘Lf\.z'g3 =) % € Ocb o Mj—mrafa)MdE%/aﬁaum—- |
dod= las osger A! Ec;aivaiau 2h Souk A orbatrei .

E
!

Ko X amsonbl Gl st s gibinel e s grog T EMfﬁlacﬁm o G- !

NS _ﬂ *.Q'L._A.:k"c*u,m‘_,w"( o HC,({ m"‘dL"S‘ﬂ L Ao G",. \ "3 29 [ Cé AL "OM oIVid c@%‘%‘ 3 ' ‘_

%mm HA{Q »n )Q{‘?Lf G,é ’JL:{F:H'}L. % ’————-SZ):,{"‘ Z‘ dgfw S X #au-;,. wl"(_j?,\ ZM@@, i
oo orsibos Ao wtte adkion. s [ Xl= 2— |l ;

Ot S H G albe, Gy b e groupe panr (mHiigr)=04 M) L7 COEST,
| Vexrsd ¢ Q H.(*L"' :AJL AL SOoS ~—artoll f» . /j '/‘ﬁdilﬂ 1-@(-5 H‘Q G— i




i,_.. |: O et di(a Liuwr‘m/xﬁ'\w A AT ar
| da @m oMact e oedlona
"ﬂ;:ZL‘ ¢ Q?:ro‘-ﬂu,pb5> So:,«{' HCG M‘S‘-?M“'Srdufb 0{’ AN

S_; p w&’,UM Nt P(W Adlnsgar 161 T,

-ff&f_g © S G b pracouge, allcs 26 ) +4 16 f -
(PpZe s(h3i 6 sk dlorde pLabr G ek cqclipue .

T LT G ek dlordee 5 ol God b
D sy e Gl b (DEppranke s g . ;
.f Har maa ko @ oA ARO o.,?urx(w ¢ ‘G:O‘NOQEM ) ( do & @inanria ;

I re [ o=l 3 COMMMC% ~
i cupes Al or Sl dilbyd o p Gz pmnlna2 4| YnéEG N =40+
;" .?9 2 n o= Sybow do. G otk pe spus-acaupe SC& L g i | , M (

| ZZME"G&M P—%row? :;ho&./ua_Q) Ao (—QO_K;% F*L@’C’"] | %El: C?XPG- 3 FEC;: BCM) .. ' '
i . EWXQVWMM te ‘  (a ‘;ﬁ,(ﬂ'_’f\}: - PP - I ; ' ( |
o 1161, e 2 s Sl s e e ol guomsl Pep 8. S G askamnickalil Al ke n€6 L'ordre
cﬁLGLgLTFF) Caﬂlmdz_ Pou.r' N3 7 ¢ 'é:}, z,, g'(PC)’*

| 20;’C§%lm Ow&ﬁﬂi Pl | G D~ ‘l_/_r_@_OSod’ KW@(’Pé 2«1”616_//( - L - dhat
| A@?QA)V‘fCG’)E/ICPﬁ /WP;—?\M ,q’(@-)ﬁ:o. M(a@ G MA'% L o |

S‘l:ég%ﬁ: '

i (25 S, Q’E.Sq@rﬁé),a@?r;;( vasle g\éG"’@Q‘?“"—' é_y_{(_{; 'ﬂ:,_?'t o %QQL?M-/@(—AOM, 'F?:: 'ﬂ‘;CKJ el Waefi
| () np(6Y 2| C6:5T o8 Sesgp ey 0 . ,




DAYUA cara o Gniaice do G aabam mocfhigot Nop3: Tl exiske s snigun morhizaca Sn—3 €
! /X 6= C*. Ouuare Gﬁ’mwﬁ(ﬁammw, ol oy i
zﬂc-(g r f/aﬁ'ﬁf’ A c.u_ dre dral dows lore b A ek __Ing i AA Md&é\& s Qﬂ/

Reptll 3 & HCG gt um spun-grodps e el alom Al DELE
Lé)ﬁf—‘;k’a- /')(eé'*aﬁ-?ua« /)(’ Y= X . (G@MW&*{% ) *

Yy S;:]— G- 3(&*(@% %‘u*k ,

[—_A{b@ ALM—S\'LM ﬁw-('a,cirldr-/,if ‘(A:Q/"PG' L ] '*‘JEL\M’M I"'O%u@?,/()-@ﬁﬁ
‘th(a— CZ‘*‘-‘?-’ G‘/}"" ’%4&/)( - ==X Z/drz 3%:(_:?_54 Am ag{' @AQGQ,‘N;Q(‘ Fpu-ﬁgé %-—-o.dCQQA/ EJ"FOLL}"
Rl &l irsone Jas wd;-«-&a%:pfmd—cﬂﬂ-we,r

t
|
|
|
[
!
!
i
|
|

!
— e e e ————————, W p— e e e

—i- / - i AaA i % B sl w |,
'c:.t'n. MZ%,@LMM ' FMQAJW | | ) o
1 ek do’so sabnfave do cthinod S Rq3€: Qf:f s o w=G, (423) k(137 ) m g Tk ps
,m. ar- . r% ?JJL st POU-I’ N ;/ ‘4Vk GA{’ &AA%(& ; ‘ i
> |

iﬂg‘;&s Ao Dn Seul S A, al-J,/f*z(

_ | ,.»' . 4 O "(, o B L !
g i wefen e il gl et SR Rt ke & [
y a%‘oa ZM_,\Q/ | _aéa,amu-fg/dlwag . e |
potes ﬂ?": f‘@é = Sﬁ , wf% D672 U groupe G ark ot u‘azmamaj f g de
.- - Zfa': 1 £ 1/1. oo ) ¥ . . ‘P‘r iQ“’ﬂég—“ h g&rﬁn&“w: Or H:’:;i | |
i?f@_éﬁr St = T ESA ok follos Dtz g/ g‘ﬂ"t: / »écf/orén, z f;
| ' ..

-

o




—_— ey -



104 : Groupes finis René Chollet

Tirage :
— 104 : Groupes finis. Exemples et applications. (Choisie)
— 155 : Exponentielle de matrices. Applications.

Développements proposés :
— Théorémes de Sylow (Choisi par le jury)
— Structure des groupes abéliens finis

Petite trace écrite du développementEl :
Soit G un groupe fini d’ordre mp® ou p premier ne divise pas m. On note
Syl,(G) 'ensemble des p-Sylow de G et n,(G) = [Syl,(G)|. Le but de ce

développement est de montrer que :
1. n, =1 [p] donc en particulier Syl (G) # 0
2. V5,8 € Syl,(G), 3g € G, §'=gSg™!
3. n, | m

Preuve du premier point. On fait agir G sur I’ensemble X de ses parties a p*
¢léments par translation & gauche, i.e. g- A :=gA = {ga | a € A}.

Soit A € X. Etudions son stabilisateur Stab(A) = {g € G | gA = A}. Soit
a € A fixé. On considére 'application

iq @ Stab(A) — A
g ga

qui est injective, ce qui implique que |Stab(A)| < |A| = p°. Intéressons nous
au cas d’égalité, ce qui est naturel puisque si |Stab(A)| = p®, alors Stab(A)
est un p-Sylow de G.

Plus précisément, on montre que |Stab(A)| = p® si et seulement si A = Sz
pour S un p-Sylow de G et x € G. Le sens direct est facile puisque dans ce
cas on a i, surjective et donc A = Stab(A) a. Pour l'autre sens, je ne me
souviens plus comment le prouver et je décide de le passer.

En étudiant I’équation aux classes, on obtientEl que n, =1 [p].

1. Je suis un peu obligé sinon il n’est pas trop possible de comprendre une partie des
questions.

2. Je passe les détails parce que je n’ai pas eu de question sur cette partie du dévelop-
pement.
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Preuve du deuziéme point. Soit S, H € Syl (G). On note Y = Orbg(S5)
et on s’intéresse a l'action de H par translation a gauche sur Y. L’équation

aux classes s’écrit
m=Y= ) |v
we

si on note {1y I’ensemble des orbites sous l'action de H. On passe modulo p
et on obtient qu'il existe une orbite w € Qy telle que |w| # 0 [p], puis w = =5
pour un z € G et en remarquant que H = Staby(z.S) on obtient H C xSz~!
puis I'égalité.

Preuve de troisiéme point. Se déduit rapidement de I’équation aux classes
de 'action de G par conjugaison sur Syl,(G).

Questions sur le développement :

1. Preuve du point que j’ai laissé en suspens dans mon développement
(dans le premier point, en gras).

Je continue a bloquer puis finis par me rappeler qu’il suffit de mon-
trer que S C Stab(A) pour avoir l’égalité pour raison de cardinauz.
Pour montrer cela il faut écrire que pour tout s € S, sA = sSx =
Sx=A.

2. Dans le deuxiéme point, pourquoi |Y| =m?

C’est parce que |Stabg(S)| = p® car on a toujours |Stabg(S)| < | S|
et S est un groupe donc S C Stabg(S). On obtient alors que |Y| =
|0rbe(S)] = =~ = m.

~ [Stabg(S)]

Questions autour de la théorie de Sylow :

1. Montrer que le centre d’un p-groupe est non trivial.

On fait agir le groupe sur lui-méme par conjugaison et l’équation
auz classes s’écritp® = |G| = > |Orb(z;)| = |Z(G)|[+ . |Orb(x;)|.
L’idée est de passer modulo p.El

2. Donner un p-Sylow de GL,(F,)

L’ensemble des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur
la diagonale convient.

3. Le jury m’a interrompu & ce moment en me disant qu’ils étaient convaincus.
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3. Pourquoi c’est bien un p-Sylow ? Quel est le cardinal de GL,,(F,)?

Compter le nombre d’éléments de GL,(F,) revient a compter le
nombre de bases de Fj, i.e. de famille libre a n €éléments. Pour le
premier vecteur on a tous les vecteurs possibles sauf 0, soit p™ — 1
vecteurs. Pour le deuxiéme il faut et il suffit qu’il ne soit pas colinéaire
au premier, on a donc p" —p choiz. Pour le troisieme on a par le méme
raisonnement p* — p* choiz, etc, jusqu’a obtenir que

|GL,(Fp)| = (" — 1)(p" —p) x ...(p" —p”_l) — pn(”—l)/2 < m

avec p ne divisant pas m. Le groupe mentionné plus haut est donc de
bon cardinal pour étre un p-Sylow de GL,(FF,).

4. Combien y a-t-il de 5-Sylow dans &7

On commence par écrire |S7| = 7! =T x 5 x 32 x 24, Je commence
par regarder ce que donne les relations du théoréme de Sylow, sans
résultat. On me fait ensuite remarquer que les 5-Sylows sont d’ordre
5. Ils sont donc cycliques, engendrés par des éléments d’ordre 5, or
dans &7 seuls les 5-cycles sont d’ordre 5. On me fail remarquer que
dans Gy par exemple il y aurait aussi les produits de 5-cycles. La
question est donc une question de dénombrement, en l'occurence des
5-cycles dans &7. J'essaie de les compter "a la main" sans grand
succes. Le jury me dit d’admettre le résultat et me demande comment
en déduire la réponse a la question initiale. La réponse est qu’il faut
diviser le nombre de 5-cycles par 4 car il y a 4 5-cycles différents dans
chaque 5-Sylow.

Interlude : Comment compter les k-cycles dans G,, 7 On commence
par se donner un support, il y a (Z) choix. Notons (i1, ..., i) un support
possible. Compter les k-cycles a support (i, ..., i) dans &,, revient &
compter les k-cycles dans &y, par le biais de la bijection entre {1, ..., k}
et {i1,..,9} qui envoie j sur i;. Ensuite, il y a (k — 1)! k-cycles dans
G car quand on a fixé 'image de 1 on permute les autres éléments
de [|1, k|] comme on veut. Il y a donc (k —1)! éléments de Sy qui sont
des k-cycles, et donc (k — 1)! (Z) k-cycles dans &,,.

Questions sur les groupes abéliens finis :
Commengons par un peu de contexte (présent dans mon plan). Si G est
un groupe fini, on appelle caractére linéaire de G un morphisme de groupes
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de G dans C*, et on apelle groupe dual de G, noté @, I’ensemble de ses
caractéres linéaires. C’est bien un groupe pour la multiplication des applica-
tions : x1.x2(9) := x1(9) X x2(g). C’est 'analogue du dual pour les espaces
vectoriels.

1. D’ou tirent leur nom les caractéres linéaires ?
Cette terminologie vient du fait que si on fait agir un groupe fini
G de maniére linéaire sur un espace vectoriel E/, on obtient un mor-
phisme p : G — GL(E). On appelle caractére de p application
X, © g — Tr(p(g)) Dans le cas ou E est de dimension 1, on a que

GL(E)C*, et x, = p, donc dans ce cas X, est un morphisme de G
dans C*.

2. Quel est le dual d’un groupe cyclique ?

Si G = (a) est cyclique d’ordre n, et x € @, alors 1 = x(1) =
x(a™) = x(a)", donc x(a) = exp(2ikn/n) pour un k € [|0,n—1|], puis
a engendre G donc x est entierement déterminé par son image de a.
Réciproquement, tous les xy : a — exp(2ikm/n) sont bien définis, sont
des morphismes, et sont deux a deux distincts donc G = {xx | k €
[10,n —1]]}, et xx = X} donc G est lui-méme cyclique d’ordre n, donc
G et G sont isomorphes.

3. Que dire si G est un groupe abélien fini quelconque ?

G est encore isomorphe a son dual, mais la preuve que j’avais lue
n’est pas simple et utilise la théorie des caractéres. Le jury me dit qu’en
fait cela se déduit de la structure des groupes abéliens finis en produit
direct de groupes cycliques. En effet, en utilisant la question précé-
dente pour les_groupes cycliques et le fait que ng est toujours
1somorphe a Hy X Hs.

4. Donner tous les groupes abéliens d’ordre 150 a isomorphisme pres.

On commence par écrire 150 = 2 x 3 x 52, et par la classification
des groupes abéliens finis ainsi que le théoréeme des restes chinois que
les seuls groupes possibles sontEl Cy x C3 x Cs% et Cy x Cy x Cos.

5. Retrouver les facteurs invariants dans chacun des cas.

Je dis essentiellement des choses fausses jusqu’a me faire reprendre
par le jury, qui me fait signaler que le deuxiéme groupe que j’ai écrit

4. Je me permets de noter C,, pour désigner Z/nZ, ce qui est sans ambiguité puisque
tous les groupes cycliques d’ordre n sont isomorphes.

4



104 : Groupes finis René Chollet

est cyclique, et donc qu’il n’y a qu’un seul facteur invariant : 150. Pour
le premier, je finis par penser au fait que le premier facteur invariant
est donné par le ppcm des ordres, qui dans ce cas est 2 X 3 x 5 = 30,
le groupe cyclique correspondant est C3g = Cy x C5 x Cj, il ne reste
donc que Cs et donc le deuzieme et dernier facteur invariant est 5.

Exercices

1. Montrer que tout sous-groupe d’indice 2 est distingué.

J’écris des choses au tableau sur les classes a droite qui ne servent
pas a grand chose, jusqu’a ce que le jury m’indique sue je peur aussi
considérer les classes a gauche. La solution est la suivante, si x €
G\ H, alors il y a deux classes a gauches : H et Hzx, et deux classes
a droite : H et xH. On en déduit que tH = Hz, et donc H < G.

2. Soit p premier impair. On note D, le groupe diédral a 2p élémentsEI.
Soit ¢ : D, — Z/pZ un morphisme de groupes. Que dire de ¢?

On a |Kerg| € {2,p,2p} d’apres le théoréeme de Lagrange, le cas
|Kerg| = 2p n'étant pas intéréssant car alors ¢ est trivial. Le cas
|Kerg| = 2 est impossible car le noyau d’une symétrie n'est jamais
distingué dans D,. Pour montrer que le cas |Ker¢| = p également
impossible, commengons par remarquer que si on note D, = (r,s)
avec T d’ordre p et s d’ordre 2, alors l'ordre de ¢(r) divise p, i.e.
vaut 1 ou p. Dans le premier cas, r € Kerg, donc (r) < Ker¢g, puis
(ry = Kerg, ce qui est impossible car alors lordre de ¢(s) divise 2
mais également p donc ¢(s) = 0, et alors ¢ annule r et s donc est
trivial. Dans Uautre cas, a savoir ¢(r) d’ordre p, alors |Ker¢| = p est
impossible car les r* ne sont pas dedans.

5. Comme font tous les humains normalement constitués...
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