Proposition 1. Soient F un espace préhilbertien et (e, . ..e,) € E™ une famille libre. On note V' = vect(es, ..., en).

Alors pour tout z dans F, on a
G(e1,...,en,T)

G(et,...,en)
ot Gey,...,e,) = det(({ei,e5))ije,ng) |Goua, p 274]

d(z,V)? =

Preuve. Soit B une BON de V. En notant A = ({e;,€;)); je[1,n], ON &
A ="matg((e;)) mats((e;)),

donc rg(A4) =rgley, ..., en).

En notant y € V le projecteur de = sur V, on a ||z||> = ||y||* + ||z — y||? et ||z — y|| = d(x, V). Par linéarité en

la derniére colonne du déterminant,

<€1,JJ>
Glet,...,en,x) = ({eie5))
(€n, )
(z,e1) (,e,) ||z]?
<617y> 0
= ((eir€5)) : + ((eire5)) :
(en,y) 0
oer) o yeen) IR e o (zeen) |z —yl]?
=Gley,...,en,y) +d(z,V)?Ger,. .. en)
—_——

=0 car yeV

Ainsi, comme G(ey,...,e,) # 0, on a bien d(z,V)? = % O

Lemme 2 (déterminant de Cauchy). Soient (a;), (b;) € C™ tels que Vi,j € [1,n] : a; + bj # 0. On définit alors,
pour k € [1,n], C, = det((#{,j)i,je[[l,k]])
1 Hi<k(ak — al)(bk — bl)

ap + br [T, 1 (@i + b)) (ar + b;)

x Cl—1.|Goua]

On a alors Cf, =

Théoréme 3 (Miintz). Soient E = (C°([0,1]), | - ||2) et (a;) € (R%)N une suite strictement croissante. On note,
pour m > 0,2™ : t = t™. Alors V = vect(x*) est dense dans E ssi Y -~ = 4o00.[Goub), p 311]

Preuve. On remarque par le théoreme de Weierstrass que V. = E ssi Vm € N : 2™ € V, ssi ¥m € N :
d(z™, Viy) —— 0, out Viy = vect(z®,...,2*N).
N —o0

Par la proposition 1, on a, comme les (z) sont libres, que

Gz, ..., x*N ™)
Gz, ... ,xoN)

VTmN € N . d(fl;m, VN)2 =

1
P 4\ — + =_1
Or, pour p,q >0, (a?,2%) = [ aPHide = 7.



On note donc
o; + % sit< N

ai:bi:
m+3sii=N+1
N
CN+1 1 (m—ai)2

Et alors d(z™, Vy)? = = d’ot

alors d(z™, V) Cy 2m+1i:1(m+0¢i+1)2’ ou
1 N |m — ;]
d(z™, Vn) = KL
( N) \/2m+1£[1m—|—ozi+1

On cherche donc une condition pour que d(z™, V) N—> 0 pour tout m € N.
—00

1. Si (a;) est bornée, on a a; — A > 0.
In,Vi>n:a; > A— % Alors, pour N > n,m € N,

N
1 m+ A
d(z™,Vn) < — 0.
(2 )< 2m+1i1;[1m—|—A—%

On a donc bien V = E et > ai = 400 car elle diverge grossierement.
2. Sinon, a; — oo. Il y a deux cas possibles en fonction de m:

e Cas 1: di,m = «;.
On a alors bien d(z2™, Vy) N—> 0. Remarquons que ce cas n’est pas vérifié pour m = 0 par exemple.
— 00

e Cas 2: m est distinct des «;.

On peut alors écrire

1 N qp(lm—oyl
d(mm’VN) = mezi:ll (mr+(¥i+1),

donc d(z™, V) — 0 ssi YN ln(#ﬁ;o‘_kll) — —00.

Comme «; — 00,3dn,Vi > n: a; > m. On a donc

lm — o] 2m+ 1 2m+1
In|l— | =In(1- ~ — ,
m-+aoa; +1 a;, +m+1 o, +m+1

donc par comparaison, on a d(z™, Vy) — 0 ssi vazl ln(%ﬁ;ﬁll) — —00 ssi Yy, ai = +o0.
On a donc bienV:EssiZa%:—l—oo. O
Corollaire 4. Comme vect(z¥)zen- est dense dans (C°([0,1]), || - ||2), la série harmonique diverge.
Remarque 5. On peut aussi montrer que étant donnée () strictement croissante avec oy = 0 et lima; > 1,

vect(z%) est dense dans (C°([0,1]),]] - ||so) ssi > a% = +00.
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