
261 : Loi d’une variable aléatoire: caractérisations, exemples, applications.

pΩ,A,Pq est un espace probabilisé, et pE, Eq un espace mesurable.

1 Loi d’une variable aléatoire

1.1 Définitions

Définition 1.

• Une variable aléatoire (v.a.) est une application mesurable: X : Ω Ñ E.

• Si pE, Eq “ pR,BpRqq, on parle de variable aléatoire réelle (v.a.r.).

• On appelle vecteur aléatoire une v.a. X “ pX1, . . . , Xnq à valeurs dans Rn.

Définition 2. La loi d’une v.a. X est la mesure image de P par X, c’est-à-dire la
probabilité sur pE, Eq définie par @B P E ,PXpBq “ PpX´1pBqq.
On note alors X „ PX .

Définition 3. On dit qu’une v.a. X est discrète si XpΩq est fini ou dénombrable.
On prend alors E “ PpEq, et on a PX “

ř

xPE

PXptxuqδx.

Exemple 4. Voir l’annexe pour des exemples de lois discrètes.

1.2 Indépendance

Définition 5. Les variables pXiqiďn sont indépendantes lorsque PX “ PX1 b ¨ ¨ ¨ b

PXn .

Proposition 6. Si les pXiqiďn sont indépendantes et si les φi : R Ñ R sont
mesurables, alors les pφipXiqqi sont indépendantes.

Théorème 7. (Lemme des coalitions) Si les pXiqiďn sont indépendantes
et si φ : Rk Ñ R et ψ : Rn´k Ñ R sont mesurables, alors φpX1, . . . , Xkq et
ψpXk`1, . . . , Xnq sont indépendantes.

1.3 Autour de l’espérance

Ici X est une v.a.r.

Définition 8. Lorsque X est positive ou intégrable, on note

ErXs “

ż

Ω
XpωqdPpωq “

ż

E

xdPXpxq.

L’espérance E est une forme linéaire sur L1pΩ,A,Pq.

Proposition 9. Si X ě 0 p.s. et ErXs “ 0, alors X “ 0 p.s.

Proposition 10. Si X ě 0 p.s., alors ErXs “
ş8

0 PpX ě xq dx.

Théorème 11. (de transfert) Soit φ : E Ñ E1 mesurable. Alors φpXq :“ φ ˝X
est intégrable si et seulement si φ est intégrable par rapport à PX . Dans ce cas,

ErφpXqs “

ż

Ω
φpXpωqqdPpωq “

ż

E

φpxqdPXpxq.

Théorème 12. Soit X une v.a.r. Si pour tout f : R Ñ R` mesurable, ErfpXqs “
ş

R fpxqdµ, alors PX “ µ.

1.4 Variables à densité

Définition 13. On dit qu’une v.a. X à valeurs dans pRd,BpRdqq est à densité s’il
existe fX : Rd Ñ R` mesurable telle que @B P E ,PXpBq “

ż

B

fXpxq dx.

Dans ce cas, fX est unique à un ensemble λ-négligeable près. On l’appelle densité
de X.

Exemple 14. Voir l’annexe pour des exemples de lois à densité.
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Proposition 15. S’il existe une fonction mesurable f telle que pour toute fonction
h continue bornée, ErhpXqs “

ş

E
hpxqfpxq dx, alors X est à densité et fX “ f .

Exemple 16. Si X1, X2 „ N p0, 1q sont indépendantes, alors X1{X2 suit une loi
de Cauchy.

Proposition 17. Si T est un difféomorphisme de Rd sur lui-même, et si X est à
densité, alors Y :“ T ˝X est à densité, et fY pyq “ | detpT´1q1pyq|fXpT´1pyqq.

Proposition 18. Si Xi admet une densité fXi (1 ď i ď n), alors les Xi sont
indépendantes si et seulement si X “ pX1, . . . , Xnq est à densité, et fX “ fX1 b

¨ ¨ ¨ b fXn
p.p.

Proposition 19. Si X,Y sont indépendantes et à densité, alors X ` Y est à
densité, et fX`Y “ fX ˚ fY .

2 Fonctions caractérisant la loi

2.1 Fonction de répartition

X est une v.a.r.

Définition 20. On appelle fonction de répartition de X la fonction FX définie
par @x P R, FXpxq “ PpX ď xq.

Proposition 21. FX est croissante sur R, continue à droite, et tend vers 0 (resp.
1) en ´8 (resp. `8).

Proposition 22. La fonction de répartition caractérise la loi.

Proposition 23. Si FX est absolument continue, alors X admet une densité et
F 1

X “ fX λ-presque partout.

Proposition 24. Soit X une v.a.r. On définit Gpyq “ inftx P R | F pxq ě yu.

1. Si FX est continue, alors FXpXq „ Upr0, 1sq.

2. Si U „ Upr0, 1sq, alors GpUq a même loi que X.

Exemple 25. Si U „ Upr0, 1sq, et λ ą 0, alors ´ lnp1 ´ Uq{λ „ Epλq.

2.2 Fonction caractéristique

Définition 26. Si X est à valeurs dans Rd, on définit sa fonction caractéristique
par @u P Rd, φXpuq “ Ereixu,Xys.

Remarque 27. Si X est à densité, alors φXptq “ f̂p´tq.

Exemple 28. Des exemples sont donnés en annexe.

Proposition 29. Soit X une v.a.r.

1. Si Er|X|ks ă 8 pour k P N˚, alors φX est de classe Ck, et φpkq

X ptq “ ikErXkeitX s.

2. Si φX est k fois dérivable en 0 avec k ě 2, alors X admet des moments (au
moins) jusqu’à l’ordre 2tk{2u.

Théorème 30. La fonction caractéristique caractérise la loi.

Proposition 31.

1. X1, . . . , Xn sont indépendantes si et seulement si φpX1,...,Xnq “ φX1 b ¨ ¨ ¨ bφXn
.

2. Si X1, . . . , Xn sont indépendantes, alors @t, φX1`¨¨¨`Xn
ptq “ φX1 ptq . . . φXn

ptq.

Proposition 32. Si Xi „ N pmi, σ
2
i q et les Xi sont indépendantes, alors X1 `

¨ ¨ ¨ `Xn „ N p
ř

i mi,
ř

i σ
2
i q.

2.3 Fonction génératrice

Dans cette section, pE, Eq “ pN,PpNqq.

Définition 33. Pour n P N, on note pn “ PpX “ nq. On appelle fonction
génératrice de X, notée GX , la somme de la série entière

ř

pnt
n.
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Proposition 34. Cette série est de rayon au moins 1, et dès qu’elle converge
absolument, alors GXptq “ ErtX s.

Exemple 35. Des exemples sont donnés en annexe.

Proposition 36.

(i) GX est définie sur r´1, 1s au moins, de classe C8 sur s ´ 1, 1r au moins.

(ii) GXp1q “ 1 et |GXptq| ď 1 pour tout t P r´1, 1s.

(iii) GX est convexe sur r0, 1s.

Théorème 37. Pour tout n P N, on a pn “
G

pnq

X
p0q

n! . En particulier, la fonction
génératrice caractérise la loi.

Théorème 38. X P Lk si et seulement si GX est k fois dérivable à gauche en 1.
Dans ce cas,

G
pkq

X p1q “ ErXpX ´ 1q . . . pX ´ k ` 1qs.

En particulier, X admet une variance si et seulement si GX est deux fois dérivable
à gauche en 1 et :

VarpXq “ G2
Xp1q `G1

Xp1q ´G1
Xp1q2.

Proposition 39. Si X1, . . . , Xn sont indépendantes, alors GX1`¨¨¨`Xn “

GX1 . . . GXn
.

DÉVELOPPEMENT : 1

Théorème 40. Soient X,Y deux v.a. indépendantes à valeurs dans N
telles que X ` Y „ Ppλq.
Alors X et Y suivent aussi des lois de Poisson.

2.4 Le problème des moments

DÉVELOPPEMENT : 2

Proposition 41. Soit X une v.a.r. admettant un moment fini à tout ordre.

On pose @n P N,mn :“ ErXns, et on suppose que lim sup pm2nq1{p2nq

n
ă `8.

Alors la loi de X est caractérisée par ses moments : si Y vérifie les mêmes
hypothèses, et satisfait @n P N,ErY ns “ ErXns, alors X et Y ont même loi.

Corollaire 42. Si X est à support compact, alors les moments de X
caractérisent sa loi.

Exemple 43. La loi N p0, 1q est caractérisée par ses moments.

Exemple 44. Si on pose fXpxq “ 1?
2π

e´pln xq2{2

x 1xą0 et si on pose fY pxq “

fXpxqp1 ` sinp2π ln xqq, alors X et Y ont mêmes moments mais pas la même
loi.

3 Applications

3.1 Vecteurs gaussiens

Définition 45. Si X est un vecteur aléatoire, alors sont équivalentes :

(i) Pour tout a P Rn, xa,Xy suit une loi gaussienne.

(ii) φX est de la forme φXpuq “ exppixm,uy ´ 1
2 xu,Cuyq où m P Rn et C P S`

n pRq.

Dans ce cas, on dit que X est un vecteur gaussien de moyenne m et de matrice de
covariance C, et suit la loi N pm,Cq.

Proposition 46. Les coordonnées d’un vecteur gaussien sont indépendantes si et
seulement si elles sont décorrélées (matrice de covariance diagonale).

Proposition 47. Le rang de la matrice de covariance d’un vecteur gaussien X est
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le plus petit entier r tel que X soit p.s. à valeurs dans un espace affine de dimension
r.

Proposition 48. X „ N pm,Cq admet une densité si et seulement si C est
inversible, auquel cas

fXpxq “
1

p2πqn{2
a

detpCq
expp´

1
2xx´m,C´1px´mqyq.

Théorème 49. (Cochran) Soit X „ N pm,σ2Inq. Écrivons Rn “ E1
K

‘ . . .
K

‘

Ep comme somme directe orthogonale, avec dimpEiq “ di et Πi les projecteurs
orthogonaux associés. Notons Yi “ ΠiX. Alors :

(i) Les pYiq sont des vecteurs gaussiens indépendants et Yi „ N pΠim,σ
2Πiq.

(ii) Les p}Yi ´ Πim}2qi sont indépendants et }Yi´Πim}
2

σ2 „ χ2pdiq.

3.2 Convergence en loi

Définition 50. On dit que pXnqn à valeurs dans Rd converge en loi vers X et on
note Xn

L
ÝÑ X lorsque

@φ P C0
b pRdq, ErφpXnqs

nÑ8
ÝÝÝÑ ErφpXqs.

Proposition 51. Il est équivalent d’avoir l’égalité pour les fonctions continues à
support compact.

Théorème 52. (Lévy) Si pφXn
qn converge simplement vers φX , alors Xn

L
ÝÑ X.

Proposition 53.

• Si les Xn sont à valeurs réelles, alors Xn
L

ÝÑ X si et seulement si FXn converge
simplement vers FX en tout point de continuité de FX .

Lemme 54. (Slutsky, admis) Si Xn
L

ÝÑ X et Yn
L

ÝÑ a (constante), alors
pXn, Ynq

L
ÝÑ pX, aq.

Lemme 55. (Scheffé) Soit pfnqn une suite de densités qui converge simplement
(ou p.p.) vers une densité f . Alors si fXn

“ fn et fX “ f , on a Xn
L

ÝÑ X.

Théorème 56. (Théorème Central Limite) Soit pXnqn une suite de vecteurs
aléatoires i.i.d. dans L2. Notons m “ ErX1s, C “ pErX1,iX1,js ´ ErX1,isErX1,jsqi,j

la matrice de covariance de X1, et Sn “
řn

i“1 Xi. Alors

?
n

ˆ

Sn

n
´m

˙

L
ÝÑ N p0, Cq.

Application 57. Pour f : R Ñ C continue bornée,

1
2n

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f

ˆ

2k ´ n
?
n

˙

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

1
?

2π

ż

R
fpxqe´x2

{2 dx.
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Table 1: Lois discrètes usuelles
Nom XpΩq PpX “ kq ErXs VarpXq GXptq “ ErtX

s φXptq “ EreitX
s

Uniforme Upt1, . . . , nuq rr1, nss 1
n

n`1
2

n2´1
12

tp1´tnq

np1´tq

eitp1´eintq

np1´eitq

Bernoulli Bppq t0, 1u

#

1 ´ p si k “ 0
p si k “ 1

p pp1 ´ pq 1 ´ p ` pt 1 ´ p ` peit

Binomiale Bpn, pq rr0, nss
`

n
k

˘

pk
p1 ´ pq

n´k np npp1 ´ pq p1 ´ p ` ptqn
p1 ´ p ` peit

q
n

Poisson Ppλq N e´λ λk

k! λ λ eλpt´1q eλpeit´1q

Géométrique Gppq N˚ pp1 ´ pq
k´1 1

p
1´p
p2

pt
1´p1´pqt

peit

1´p1´pqeit

Table 2: Lois à densité usuelles

Nom XpΩq Densité fXpxq ErXs VarpXq φXptq

Uniforme Upra, bsq ra, bs 1
b´a

1ra,bspxq a`b
2

pb´aq2

12
eitb´eita

itpb´aq

Exponentielle Epλq R` λe´λx
1R`

pxq 1
λ

1
λ2

λ
λ´it

Normale N pµ, σ2
q R 1

σ
?

2π
exp

´

´
px´µq2

2σ2

¯

µ σ2 eiµt´ σ2t2
2

Cauchy Cpm, aq R 1
π

a
a2`px´mq2 Non définie Non définie eimt´a|t|

Chi-deux χ2
pnq R`

1
2n{2Γpn{2q

x
n
2 ´1e´x{2

1R`
pxq n 2n p1 ´ 2itq´n{2
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