Développement : Lemme de Borel Cantelli et application au nombre
premier
Référence : Probabilités et statistiques, Chabanol et Ruch pages 16 et 17 et pour ’application

de téte
Lecon : 121.

Lemme :
Soit (A, )nen une suite d’événements
(i) Si),enP(A,) < +oo alors

n—-+00

P (Iim sup An) =0

(i) Si ) ,enP(An) = 400 et si les événements A, sont indépendants, alors

P <1im sup An) =1

n—-+00

Démonstration. Supposons ZneN P(A,) < 4+00. On a pour tout entier m

+00 +00 +o0
limsup A,, = ﬂ U A, C Ay
n—+00 n=0k=n k=n

et donc pour tout k£ € N, on a par sous-additivité :

P (lim sup An> <P (U An) <> P(Ay)

n—+oo n>k n>k

—+00
n=~k P

Comme la série converge, le reste (An) — 0 quand k& — +o0.

Ainsi,
P (lim sup An> = 0.

n—-+o0o

Supposons (A,,) indépendants et > _P(A,) = 4o00. Soit 0 < k < N :

(5)-(1e)

N
=1- H (1 —P(A,,)) par indépendance

m=k

neN

N
<1- H exp(—P(A,,)) car 1 —z < e~ * pour tout x > 0 (convexité de exp)
m=k

=1—exp <— Z P(Am)>

En faisant tendre N vers +o00, on a pour tout £ > 0

P (kgnAm> > 1



Donc comme ({Jj..,, Am),_,, est une suite décroissante pour I'inclusion :

keN

() - (U )

k<m

Proposition :
La série > p L diverge.

Démonstration. Soit (pn)n>1 la suite des nombres premiers dans 1'ordre croissant. On pose pour

ke N*:

+0o0
Z — et Spi=) (R
n= k+1 =0

Soit k € N* :
* Soit m € N* tel que :
Vn <k, p,nedivise pas m.

Par décomposition en facteurs premiers, m s’écrit comme produit de r (inconnue) fac-
teurs premiers (compté avec multiplicité). Donc 1/m apparait dans (Ry)" et donc dans
Sk
* Pour tout 7 € N* on a :
k
Vn<k, p,nedivise pas 1 +iji.
i=1

1 1 1

]>1 14 Hz 1Pi >y i—1Pi =17

Donc Sy = 400 Or Sy, est une série géométrique de raison Ry, on en déduit donc Ry > 1.
Ceci étant vrai pour tout k& € N*,

Donc

k—4o00

Ainsi ZPGP% ne peut donc pas converger

Application :
Il n’existe pas de mesure de probabilité P sur (N*, P(N*)) telle que pour tout n € N*

P(An):% ou A, ={nk | keZ}

Démonstration. On se place dans I’espace probabilisable (N*, P(N*)). Supposons par ’absurde
qu’il existe une mesure de probabilité P telle que pour tout n € N*,

Notons (pi)r>1 la suite croissante des nombres premiers et P ’ensemble des nombres premiers.
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* Montrons que les A, sont indépendants.

Soit I C P fini. On a
P (ﬂ Ap> —P (Anpelp)

pel

car étre multiple de tous les p € [ ssi étre multiple de Hpe ; b- Donc

Ainsi les A,, sont indépendants
* D’aprés la proposition précédente la série > pik diverge
Donc, par le lemme de Borel Cantelli,

P (lim sup Apk) =1

k——+o0

ca qui signifie que pour presque tout m > 1, il existe une infinité de nombres premiers le
divisant : ABSURDE!

En effet
P (limsupApk) =P ( ﬂ U Apk) =1
k—r+o0 keEN* m>k

donc presque tout n € (e Usnsp Ape €'est-a-dire pour tout k& € N* il existe m > k tels que
Pm divise n O



