Développement : Décomposition d’une permutation en produit de
cycles

Référence : Mathématiques pour 'agrégation, Algébre et géométrie, Romabaldi, pages 42-43
Lecon : 101, 104, 105 et 108.

Théoréme :
Toutes permutation o € S(E)\{I/dg} se décompose en produit de cycles deux a deux disjoints.
Cette décomposition est unique a ’ordre prés.

Démonstration. Existence :
Soit 0 € S(F) \ {ldg}.
Soit Oy, ,0p, -+, 0, les g-orbites deux & deux distinctes avec 1, = card(Oy) > 2 pour
k=1,--- petcard(Ox) =1pour k=p+1,---,r (sl en existe).
On a alors la partition
,
E=|]|0
k=1

Pour tout k compris entre 1 et r, on designe par uy la permutation de £ définie par

o(x)sixze O
Ve € F, uk(x):{ x(si)xg_fOk F

Remarque : wu; est bien une permutation de E car la restriction de o a une orbite Oy est une
permutation de E.

On a deux cas :
1. Si Oy, est réduit & un point, alors u, = Idg.
2. Sinon Oy est non réduit & un point et dans se cas wu; est un ri-cycle. En effet, pour
x ¢ Oy, on a u,(z) = z et donc Orb,, (x) = {z} et pour z € Oy, on a

Orby,(x) = {uj(x) | j € Z}

={o’(x) | j € 2}
= Orb,(x)
= Oy

Donc uy a bien une seule orbite non réduite a un point donc uy est un ri-cycle.

Montrons que
T p
o= ITw =11
Jj=1 Jj=1

Soit x € E, il existe un unique indice k£ compris entre 1 et r tel que x € Oy et et on a
up(z) = o(z), u;(x) = x pour tout j # k (car z ¢ O;).

De plus, les u; commutent car leurs support sont deux & deux disjoints (par définition), on en

déduit que :
(H Uj) (z) = <uk 11 Uj) (z)
=1 j=1j#k

= ug ()
=o()



Unicité :
Soit

p/

o= H uy,

k=1
une autre décomposition en cycles deux a deux disjoint de o.
Posons O, -+ ,0,, les supports des cycles.
On a pour k € {1,---,p'} et x € O}, que o(x) = uy(z), donc, Oy, = Orby, () = Orb,(z)

Par conséquent les orbites O}, sont les orbites non réduits & un point de o (car uy # Idg par
hypothése se sont des cycles) et p = p'.
On a donc O;, = O; pour un unique j compris entre 1 et p.

Pour z € Oy, on a uj(x) = o(z) = uj(x) et pour x ¢ O}, up(x) = v = uj(x) ce qui donne
u), = u; et 'unicité de la décomposition a I'ordre pres. O



