Développement : Irréductibilité des polynomes cyclotomiques

Référence : Algébre et Probabilité, GOURDON page 97-98
Lecon : 102, 125, 141 et 142.

Pour tout entier naturel non nul n, on note U, = {**™/" | k € Z} C C. On dit qu'un élément
x € U, est une racine primitive n-iéme de l'unité si z engendre le groupe multiplicatif U,.
On note II,, 'ensemble des racines primitives n-iémes de I'unité, et on définit le polynéme

cyclotomique d’indice n par :
o, = [[(x-9.
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Proposition :
Soit n € N*. On a

X”—lecbd.

din

Anisi, pour tout n € N*, &, € Z[X].

Démonstration. Soit w = e/, Soit k, 0 < k < n — 1. Soit d l'ordre de w* dans U,. On a
d|n. Par ailleurs (w*)? = 1, donc w* € Uy, et w* étant d’ordre d, on a méme w* € I1;. Ainsi,
(X — wk) divise ®4 donc divise [T, ®a- Les valeurs wk (0 <k <n—1) étant distinctes, on en
déduit que X" — 1 = [[}Z0(X — W) divise [] djn Pa- Ces polynomes étant de plus unitaires et
de méme degré (car 3 ,;, deg(®a) = 3_,, ©(d) = n), ils sont égaux.

Montrons maintenant par récurrence sur n € N* que ®,, € Z[X]. Pour n = 1, c¢est vrai
car ®; = X — 1. Supposons le résultat vrai jusqu'au rang n — 1 et montrons-le au rang n.
D’aprés 'hypothése de récurrence, le polynéome P = Hd‘md 2 Pa € Z[X]. Par ailleurs, on a
X" —1=®,P. Comme P est unitaire, on peut effectuer la division euclidienne de X™ — 1 par

P dans Z[X] :
(3Q,R € Z[X]), X" —1=PQ+ R avec deg(R) < deg(P).

Il y a unicité du couple (@, R) dans C[X] donc dans Z[X], et comme X" — 1 = P®,, on en
déduit R =0 et ®,, = Q. Donc ®,, € Z[X], ce qui achéve le raisonnement par récurrence.  []

Théoréme :
Pour tout n € N* ®,, est irréductible dans Q[X].

Démonstration. * Etape n°l : Montrer que 1'on peut écrire ®,, = F|Fy--- F, avec les
F; € Z[X], unitaires et irréductibles dans Q[X]| (on pourra utiliser le lemme de Gauss).

Soit ®,, = G - -+ G, la décomposition de ®,, en facteurs irréductibles unitaires de Q[X]. Pour
tout ¢, il existe o; € N* tel que o,;G; € Z[X]. On a oy - - - . @, = (a1 Gy) - - - (o, G,.). Utilisons le
lemme de Gauss : comme ¢(®,) = 1 (car ®,, est unitaire), on a :

T

ay oy =clag 0. Py) = H c(ay;Gy).
i=1
Pour tout 7, le polynome F; = a;G;/c(a;G;) est dans Z[X] et d’aprés (*), on a &, = Fy--- F,.
Pour tout i, F; € Z[X] est irréductible dans Q[X] et est forcément unitaire puisque ®,, est
unitaire.



* Etape n°2 : Soit £ une racine de F} dans C. Soit p un nombre premier tel que p { n.
Montrer qu’il existe i € {1,...,7} tel que F;(£P) = 0.

L’élément ¢ est racine de F; donc de ®,,, donc £ € T1,,. Or p est premier et p{n, donc pAn =1,
et donc &P € T1,,, d’ou &7 est racine de @,,. Il existe donc i tel que F;(&P) = 0.

x Etape n°3 : Pour tout F' = >""  ax X" € Z[X], on pose F = Y " jap X* € Z/pZ[X].

Montrer que pour tout F' € Z[X], F(X?) = (F(X))?.

On montre cette relation par récurrence sur m = deg(F'). Pour m = 0, c’est évident. Supposons

le résultat vrai jusqu’au rang m — 1 et montrons-le au rang m. Ecrivons F = Yoy ar X =
G + a,, X™. D’aprés 'hypothése de récurrence, on a G(X)? = G(X?). Or

p—1
F' = (G +anX™P =G + a7 X" + YOG a,rtxw-hm
k=1
et comme @, =@, et que pour 1 <k <p—1, p|C’Z’f, on en déduit

F(X) = G(XP) + @uX™ = G(X?) + am(X?)™ = F(X?).

*x Etape n°4 : Montrer que dans Z/pZ[X|, ®,, n’est divisible par le carré d’aucun polynéme
non constant.

Supposons ®,, = @2]_3 dans Z/pZ|X]. Si R = Hdmd#n b, € Z[X],ona X" —1=®d,R d’aprés
1/b), et donc X" —1=®,R = @2§ (avec S = PR), d’ou par dérivation

nXxX"! = QQ_Q/§ + @2§/ donc Q| X"

Donc Q | nX". Or Q | (X™ — 1) donc Q divise la différence, c’est-a-dire Q | . Or p t n donc
n # 0, et donc () est constant.

* Etape n°5 : Montrer que i = 1, c¢’est-a-dire que F; (&) = 0.
On a Fi(X) et F;(X?) admettent £ comme racine donc ne sont pas premier entre eux dans

Q[X] (Iégalité de Bézout U(X)F1(X)+ V(X)F;(X?) =1 avec U,V € Q[X] appliquée & X = ¢

meéne & une contradiction).

De plus F est le polynoéme minimal de £ sur Q[X], on a déduit que Fy(X) | F;(X?) dans Q[X].
Comme F; est unitaire n en déduit que Fy(X) | Fi(X?) dans Z[X]. Ainsi F(X) | Fi(XP) =
Fi(X)P.

Soit P un facteur irréductible de Fy dans Z/pZ[X]. On a P | F;(X)? donc P | F;(X). Par
conséquent, si ¢ # 1, on voit que P | ®, = F}--- F,, ce qui est impossible d’aprés la question
précédente. On a donc 7 = 1.

» Etape n°6 : Montrer que pour tout entier k premier avec n, F;(£%) = 0. Conclure.

Soit k premier avec n. Ecrivons k = pips - - - ps, les p; étant des nombres premiers. Nous allons
prouver par récurrence sur s que Fj(£%) = 0. Pour s = 1, c’est le résultat de la question
précédente. Supposons le résultat vrai au rang s — 1 et montrons-le au rang s. Comme kAn =1,
on a ps An = 1, donc d’aprés I'hypothése de récurrence Fy(£P1"P+=1) = 0. Or p; An = 1 donc
Fy((grrps=1)ps) = F1(€F) = 0, ce qui achéve le raisonnement par récurrence.



Pour tout nombre premier k premier avec n, on a donc Fy(£¥) = 0. Or £ € I1,, donc I1,, = {£* |
k An = 1}. Tous les éléments de II,, sont donc des racines de F, ce qui prouve que ¢, = F},
donc @, est irréductible dans Q[X].

]

Application : [ORTIZ] p.169
Soit K une extension finie de Q. Alors il n’y a qu’un nombre fini de racines de 'unité dans
K.

Démonstration. Toute racine de 'unité étant aussi une racine primitive de 'unité, il suffit de
montrer qu’il n’y a qu'un nombre finide racines primitives de 'unité dans K. Soit N = [K : QJ. Si
u € K est une racine primitive n-éme de 1 dans K alors, comme Q(u) C K, par multiplicativité,
[Q(u) : Q] divise N et en particulier, p(n) < N.

Pour conclure, il suffit de montrer que X = {n > 2;p(n) < N} est fini. Soit p un facteur
premier de n € X. Comme p — 1 | ¢(n), on a p < N + 1 donc 'ensemble P des facteurs

premiers des éléments de X est fini. D’autre part, si n > 2 alors p(n) =n ] ( - 1). Par

p
pln
p premier
suite, sin € X, on a
1
WI(1-3) <ot <
pln b
peEP
ce qui prouve que X est bien un ensemble majoré et donc fini. O



