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1 Racines d’un polynôme

1.1 Multiplicités
[6] : Rombaldi ou [3] : Gourdon

Notation 1 (Fonction polynômiale). Pour P =
∑n

k=0 akX
k ∈ A[X], on note P̃ : α ∈ K 7→

∑n
k=0 akα

k

sa fonction polynômiale associée. On notera souvent P (α) plutôt que P̃ (α).

Définition 2 (Racine et multiplicité algébrique). α ∈ A est racine de P ∈ A[X] si P (α) = 0. Elle est
de multiplicité m ∈ N si (X − α)m | P et (X − α)m+1 ∤ P .

Remarque 3. P ∈ K[X] de degré ≤ 3 est irréductible (sur K) ssi il n’a pas de racines dans K.

Théorème 4. Supposons que A est intègre. Soit P ∈ A[X], α1, ..., αr ∈ A et m1, ...,mr ∈ N. Alors
∀1 ≤ k ≤ r, αk est racine de P de multiplicité mk ssi ∃Q ∈ A[X], P (X) = Q(X)

∏r
k=1(X − αk)

mk et
∀1 ≤ k ≤ r,Q(αk) ̸= 0.

Corollaire 5. Si A est intègre, P ∈ A[X] de degré n ∈ N a au plus n racines (comptées avec multiplicités).

Exemple 6. C’est faux si A n’est pas intègre : 3X a pour racines 0 et 2 dans Z/6Z[X].

Corollaire 7 (Fonction polynômiale). Si A est intègre et infini, alors P ∈ A[X] 7→ P̃ ∈ AA est injectif.

Exemple 8. Sur Z/pZ avec p premier, Xp −X et 0 ont mêmes fonctions polynômiales.

Théorème 9 (Taylor). Si K est de caractéristique nulle, et P ∈ K[X], alors ∀α ∈ K, P =
∑n

k=0
P (k)(α)

k! (X−
α)k.

Théorème 10 (Multiplicité analytique). Si K est de caractéristique nulle, P ∈ K[X], α ∈ K et m ∈ N,
les ASSE
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— α est racine de P de multiplicité (algébrique) m

— ∃Q ∈ K[X], P (X) = Q(X)(X − α)m avec Q(α) ̸= 0

— ∀0 ≤ k ≤ m− 1, P (k)(α) = 0 et P (m)(α) ̸= 0.

Exemple 11. C’est faux en caractéristique finie p : 0 est racine de F = Xp de mutliplicité algébrique p
mais F (p)(0) = 0.

1.2 Polynômes scindés
Définition 12 (Polynôme scindé). P ∈ A[X] de degré n ∈ N est scindé sur A s’il admet des racines
distinctes α1, ..., αr ∈ A de multiplicités m1, ...,mr telles que

∑r
k=1 mi = n. Il est dit scindé à racines

simples si les mi valent tous 1.

Définition 13 (Corps algébriquement clos). K est algébriquement clos si tout P ∈ K[X] \ {0} est scindé
(sur K), ou de manière équivalente, tout P ∈ K[X] non constant admet une racine dans K.

Théorème 14 (D’Alembert-Gauss). C est algébriquement clos.

Exemple 15. Xn − 1 =
∏n

k=1(X − e2iπk/n).

Corollaire 16. Les irréductibles de C[X] sont les polynômes de degré 1. Les irréductibles de R[X] sont
les polynômes de degré 1 et les aX2 + bX + c avec a ̸= 0 et b2 − 4ac < 0.

Proposition 17. Les valeurs propres de M ∈ Mn(K) sont les racines de χM (polynôme caractéristique)
et µM (polynôme minimal).

Théorème 18. M est trigonalisable (sur K) ssi χM est scindé (sur K). M est diagonalisable (sur K) ssi
µM est SARS (sur K).

Remarque 19. Sur un corps algébriquement clos, tout endomorphisme est trigonalisable.

2 Polynômes symétriques
[3] : Gourdon

Définition 20 (Polynôme symétrique). P ∈ A[X1, ..., Xn] est symétrique si ∀σ ∈ Sn, P (Xσ(1), ..., Xσn
) =

P (X1, ..., Xn)

Exemple 21 (Polynômes symétriques élémentaires et sommes de Newton). — ∀0 ≤ k ≤ n,Σk :=∑
1≤i1<...<ik≤n Xi1 ...Xik est symétrique

— ∀p ∈ N, Sp :=
∑n

i=1 X
p
i est symétrique

Proposition 22 (Relations racines/coefficients). Si P =
∑n

k=0 akX
k =

∏n
i=1(X −αi) est scindé sur A,

alors ∀0 ≤ k ≤ n, ak = (−1)k
∑

1≤i1<...<ik≤n αi1 ...αik .

Proposition 23 (Identités de Newton). ∀k ≥ 1, Sk +
∑k−1

j=1 (−1)jΣjSk−j + (−1)kkΣk = 0 (avec pour
convention Σp = 0 pour p > n).

Corollaire 24. ∀p ≥ 1,∃Φp ∈ Z[T1, ..., Tn], Sp = Φp(Σ1, ...,Σn), et ∀1 ≤ k ≤ n, ∃Ψk ∈ Q[T1, ..., Tn],Σk =
Ψk(S1, ..., Sn).

Théorème 25 (Fondamental). Soit P ∈ A[X1, ..., Xn] symétrique, alors il existe un unique Q ∈ A[T1, ..., Tn]
tel que P (X1, ..., Xn) = Q(Σ1, ...,Σn).

Exemple 26. S2 = Σ2
1 − 2Σ2,

∑n
i=1

∑
j ̸=i X

2
i Xj = Σ1Σ2 − 3Σ3.

[1] : Berhuy

Corollaire 27 (Entiers algébriques). L’ensemble des entiers algébriques Z := {x ∈ C | ∃P ∈ Z[X] unitaire, P (x) =
0} est un sous-anneau de C.

Définition 28 (Discriminant). Soit P =
∑n

k=0 akX
k = an

∏n
k=1(X−αk) ∈ A[X] scindé. Le discriminant

de P est disc(P ) = a
2(n−1)
n

∏
1≤i<j≤n(αj − αi)

2 ∈ A.
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Proposition 29. Notons A0 l’anneau engendré par 1A. Il existe Q ∈ A0[T0, ..., Tn] tel que disc(P ) =
Q(a0, ..., an). De plus, disc(P ) ̸= 0 ssi P est à racines simples.

Exemple 30. — disc(aX2 + bX + c) = b2 − 4ac

— disc(X3 + pX + q) = −4p3 − 27q2

Remarque 31. Si P ∈ K[X] est de degré < 5, ses racines s’expriment à l’aide de disc(P ) et de racines
k-ième. Il n’existe pas de telle formule si degP ≥ 5 (théorème d’Abel, admis).

3 Théorie des corps
[5] : Perrin ou [4] : Gozard
Dans cette partie, L est une extension de K.

3.1 Nombres algébriques
Définition 32 (Nombre algébrique et transcendant). α ∈ L est algébrique si evalα : P ∈ K[X] 7→ P (α) ∈
L est non injectif, i.e. ∃P ∈ K[X] \ {0}, P (α) = 0.

Dans ce cas, ker(evalα) = (µα,K) avec un unique polynôme unitaire µα,K ∈ K[X], appelé polynôme
minimal de α (sur K).

Si α n’est pas algébrique, il est dit transcendant.

Exemple 33.
√
2, i, 21/3 sont algébriques sur Q, de polynômes minimaux X2 − 2, X2 + 1, X3 − 2. e et π

sont transcendants sur Q [admis].
Presque tous (pour la mesure de Lebesgue) les nombres complexes sont transcendants sur Q.

Théorème 34. Soit α ∈ L. Les ASSE :
— α est algébrique sur K

— K[α] = K(α)

— dimK K[α] < +∞
Lorsque c’est le cas, dimK K[α] = [K(α) : K] = deg(µα,K).

Définition 35. L est une clôture algébrique de K si L est algébriquement clos et ∀α ∈ L, α est algébrique
sur K.

Théorème 36 (Steinitz). [Admis] K admet une clôture algébrique, unique à isomorphisme près.

Proposition 37. Si L est algébriquement clos, alors KL := {x ∈ L | x est algébrique sur K} est une
clôture algébrique de K.

3.2 Adjonction de racines
Définition 38 (Corps de rupture). Soit P ∈ K[X] irréductible (sur K). L est un corps de rupture de P
sur K s’il existe α ∈ L tel que P (α) = 0 et L = K(α).

Lemme 39 (Prolongement des isomorphismes). Soit i : K1 −→ K2 un isomorphisme (de corps), qui se
prolonge en î : K1[X] −→ K2[X],

∑
akX

k 7→
∑

i(ak)X
k, isomorphisme (d’anneaux).

— Si P ∈ K1[X] est irréductible (sur K1), alors î(P ) est irréductible (sur K2).
— Si K1 ⊂ L1, K2 ⊂ L2, α1, α2 racines resp. de P et î(P ) dans L1 et L2, alors ∃!j : K1(α1) −→ K2(α2)

isomorphisme (de corps) qui prolonge i tel que j(α1) = α2.

Théorème 40 (Existence et unicité du corps de rupture). Soit P ∈ K[X] irréductible (sur K). Il existe
un corps de rupture de P , unique à isomorphisme près (c’est K[X]/(P )).

Application 41. P ∈ K[X] de degré n ∈ N est irréductible sur K ssi P n’a pas de racines dans les
extension L telles que [L : K] ≤ n/2.

Définition 42 (Corps de décomposition). Soit P ∈ K[X] de degré n ∈ N. L est un corps de décomposition
de P sur K si ∃a, α1, ..., αn ∈ L, P = a(X − α1)...(X − αn) et L = K(α1, ..., αn).

Théorème 43 (Existence et unicité du corps de décomposition). Il existe un corps de décomposition de
P sur K, unique à isomorphisme près, noté DK(P ).

Exemple 44. C = R(i) est le corps de rupture et de décomposition de X2 +1 sur R. Q(21/3) est le corps
de rupture de X3 − 2 sur Q, mais pas de décomposition, qui est Q(21/3, j).
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3.3 Corps finis
Dans cette sous-partie, K est un corps de caractéristique p premier, n ∈ N∗ et q = pn.

Lemme 45 (Morphise de Frobenius). F : x ∈ K 7→ xp ∈ K est un morphisme de corps appelé morphisme
de Frobenius. Si K est fini, c’est un automorphisme.

Théorème 46 (Existence et unicité des corps fini). Il existe un corps à q éléments, c’est DZ/pZ(X
q−X).

Il est unique à isomorphisme près, on le note Fq.

Remarque 47. Plus précisément, si Fp est une clôture algébrique de Fp, il y a dans Fp un unique corps
à q éléments, c’est l’ensemble des racines de Xq −X.

Proposition 48. Tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps est cyclique. En particulier F∗
q

est cyclique.

Remarque 49. On peut aussi construire Fq si on a P ∈ Fp[X] irréductible de degré n avec Fq = Fp(α)
(corps de rupture de P sur Fp). Par exemple F4 = F2[X]/(X2 +X + 1). Cela permet d’obtenir les tables
d’opérations de Fq (cf annexe).

Théorème 50 (Chevalley-Warning). [DEV] Soit P1, ..., Pr ∈ Fq[X1, ..., Xm] tels que
∑r

i=1 deg(Pi) < m.
Si V := {(x1, ..., xm) ∈ Fm

q | ∀1 ≤ i ≤ r, Pi(x1, ..., xm) = 0}, alors #V ≡ 0 mod p.

Application 51 (Erdös-Gizburg-Ziv). [DEV] Parmi 2n− 1 entiers on peut en trouver n dont la somme
est divisible par n.

4 Localisation de racines
[3] : Gourdon

Proposition 52 (Rolle). Si P = a(X−α1)
m1 ...(X−αr)

mr ∈ R[X] est scindé, alors ∀1 ≤ j ≤ r−1,∃!βj ∈
]αj , αj+1[ tels que les racines de P ′ sont les αi avec multiplicités mi−1 (1 ≤ i ≤ r) et les βj (1 ≤ j ≤ r−1).

Théorème 53 (Gauss-Lucas). Soit P ∈ C[X] non constant, alors Z(P ′) ⊂ Conv(Z(P )).

[2] : Caldéro

Lemme 54 (Gerschgorin-Hadamard). Soit M ∈ Mn(C), et ∀1 ≤ i ≤ n,Di(M) := D(mi,i,
∑

j ̸=i |mi,j |).
Alors Sp(M) ⊂ D(M) :=

⋃n
i=1 Di(M).

Proposition 55 (Borne de Cauchy). [Source ?] Soit P =
∑n

k=0 akX
k ∈ C[X] unitaire et α ∈ C une

racine de P . Alors |α| ≤ 1 + max0≤k≤n−1 |ak|.

Théorème 56 (Continuité des racines). [DEV] Soit (Pk)k∈N ∈ Cn[X]
N tous de degré n, tel que Pk −−−−−→

k→+∞
P ∈ C[X]. On note λk,i (resp. λi) pour 1 ≤ i ≤ n les racines de Pk (resp. P ). Alors on peut permuter
pour tout k ∈ N les λk,i pour que ∀1 ≤ i ≤ n, λk,i −−−−−→

k→+∞
λi.

Application 57 (Composantes connexes des disques de Gershgorin). [DEV] Notons
⋃k

j=1 Cj la décom-
position de D(M) en composantes connexes, et pour tout 1 ≤ j ≤ k, nj le nombre de disques Di(M)
inclus dans Cj. Alors il y a exactement nj valeurs propres de M (avec multiplicités) dans Cj.

Exemple 58. M =

(
0 6
1 1

)
a ses deux valeurs propres −2 et 3 dans D1(M) = D(0, 6).

[7] : Beck, Malick, Peyré

Théorème 59 (Régularité des racines d’un polynôme SARS). Soit P0 ∈ Rn[X] SARS et x0 ∈ R une
racine simple de P0. Alors il existe un voisinage U de P0 dans Rn[X], un voisinage V de x0 dans R et
φ : U −→ V de classe C∞ telle que ∀P ∈ U,∀x ∈ V, x = φ(P ) ⇐⇒ P (x) = 0.

Application 60. L’ensemble des polynômes de Rn[X] scindés à n racines simples est un ouvert de Rn[X].
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5 Développements
- Disques de Gershgorin connexité, [2]
- Théorème de Chevalley-Warning + EGZ, [8]
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