144 : Racines d’un polynome. Fonctions symétriques
¢lémentaires. Exemples et applications.
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A est un anneau commutatif unitaire, K est un corps.

1 Racines d’un polynoéme

1.1 Multiplicités
[6] : Rombaldi ou [3] : Gourdon

Notation 1 (Fonction polynomiale). Pour P = >"7_arX* € A[X], on note P : a € K = 3}_ axa®
sa fonction polynémiale associée. On notera souvent P(a) plutdt que P(ca).

Définition 2 (Racine et multiplicité algébrique). a € A est racine de P € A[X] si P(a)) = 0. Elle est
de multiplicité m € N si (X —a)™ | P et (X —a)™ 1 { P.

Remarque 3. P € K[X] de degré < 3 est irréductible (sur K) ssi il n’a pas de racines dans K.

Théoréme 4. Supposons que A est intégre. Soit P € A[X], ai,...,a, € A et my,....,m, € N. Alors
V1 < k < 1, est racine de P de multiplicité my, ssi 3Q € A[X],P(X) = Q(X) [Tp1 (X — ag)™ et
V1<k<rQ(ar) #0.

Corollaire 5. Si A est intégre, P € A[X] de degré n € N a au plus n racines (comptées avec multiplicités).
Exemple 6. C’est faux si A n’est pas intégre : 3X a pour racines 0 et 2 dans Z/6Z[X].
Corollaire 7 (Fonction polynomiale). Si A est intégre et infini, alors P € A[X]— P € A est injectif.

Exemple 8. Sur Z/pZ avec p premier, XP — X et 0 ont mémes fonctions polyndmiales.

Théoréme 9 (Taylor). SiK est de caractéristique nulle, et P € K[X], alorsVa € K,P =3} %(Xf
a)k.

Théoréme 10 (Multiplicité analytique). Si K est de caractéristique nulle, P € K[X], « € K et m € N,
les ASSE



— « est racine de P de multiplicité (algébrique) m
- 3Q e K[X), P(X) = Q(X)(X — a)™ avec Q(a) # 0
— Y0O<k<m—1,P¥(a)=0 et P™(a) #0.

Exemple 11. C’est faux en caractéristique finie p : 0 est racine de F = XP de mutliplicité algébrique p
mais F®)(0) = 0.
1.2 Polynémes scindés

Définition 12 (Polynome scindé). P € A[X] de degré n € N est scindé sur A s’il admet des racines
distinctes ayq, ..., € A de multiplicités mq, ..., m, telles que Z;Zl m; = n. Il est dit scindé a racines
stmples st les m; valent tous 1.

Définition 13 (Corps algébriquement clos). K est algébriqguement clos si tout P € K[X]\ {0} est scindé
(sur K), ou de maniére équivalente, tout P € K[X] non constant admet une racine dans K.

Théoréme 14 (D’Alembert-Gauss). C est algébriquement clos.
Exemple 15. X" — 1= Z:I(X _ eQi‘rrk/n)'

Corollaire 16. Les irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1. Les irréductibles de R[X] sont
les polynémes de degré 1 et les aX? +bX + ¢ avec a # 0 et b — 4ac < 0.

Proposition 17. Les valeurs propres de M € M, (K) sont les racines de xpr (polynéme caractéristique)
et upr (polynome minimal).

Théoréme 18. M est trigonalisable (sur K) ssi xar est scindé (sur K). M est diagonalisable (sur K) ssi
pr est SARS (sur K).

Remarque 19. Sur un corps algébriquement clos, tout endomorphisme est trigonalisable.

2 Polynoémes symétriques
[3] : Gourdon

Définition 20 (Polynome symétrique). P € A[Xy, ..., X,] est symétrique siVo € &, P(X,(1), ..., Xo,) =
P(X1, oy Xn)

Exemple 21 (Polynomes symétriques élémentaires et sommes de Newton). — V0 < k < n,X; =
Doi<in<. <ip<n Xir--Xiy est symétrique

— VpeN,S,: =" | XP est symétrique

Proposition 22 (Relations racines/coefficients). Si P =>"_,ar X" =[]/, (X — ;) est scindé sur A,
alors V0 < k < n,ap, = (—1)* Zl§i1<“_<ik§n Oy e Oy
Proposition 23 (Identités de Newton). Vk > 1,5y + Z?;ll(—l)ijSk,j + (=1)*kXg = 0 (avec pour

convention X, = 0 pour p > n).

Corollaire 24. Vp > 1,3®, € Z[T1, ..., T,,], Sp = (X1, ..., 2,), et V1 < k < n,3V;, € Q[T1,...,T,,], Xk =
U (S1, ...y Sn).

Théoréme 25 (Fondamental). Soit P € A[X7, ..., X,,] symétrique, alors il existe un unique Q € A[T1, ..., T},
tel que P(X1,....,Xpn) = Q(X1, ..., Tn).

Exemple 26. SQ = E% - 222, Z?:l Zj;ﬁi XZQXJ = 2122 — 323
[1] : Berhuy

Corollaire 27 (Entiers algébriques). L’ensemble des entiers algébriques Z := {x € C | 3P € Z[X] unitaire, P(z) =
0} est un sous-anneau de C.

Définition 28 (Discriminant). Soit P = >"1_ ap X* = a, [[1_; (X —au) € A[X] scindé. Le discriminant

de P est disc(P) = a2 [Ticicjcn(oy — a;)? € A.



Proposition 29. Notons Ay l'anneau engendré par 14. Il existe Q € Ag[Ty,...,Ty] tel que disc(P) =
Q(ag, ..., a,). De plus, disc(P) # 0 ssi P est a racines simples.
Exemple 30. — disc(aX? +bX + ¢) = b — 4ac

— dise(X3 4+ pX + q) = —4p3 — 27¢>
Remarque 31. Si P € K[X] est de degré < 5, ses racines s’expriment & l’aide de disc(P) et de racines
k-ieme. Il n’existe pas de telle formule si deg P > 5 (théoréme d’Abel, admis).

3 Théorie des corps

[5] : Perrin ou [4] : Gozard
Dans cette partie, L est une extension de K.

3.1 Nombres algébriques

Définition 32 (Nombre algébrique et transcendant). « € L est algébrique si eval, : P € K[X] — P(a) €
L est non injectif, i.e. 3P € K[X] \ {0}, P(a) = 0.
Dans ce cas, ker(evaly) = (ak) avec un unique polynéme unitaire pq x € K[X], appelé polynome
minimal de o (sur K).
Si o nest pas algébrique, il est dit transcendant.
Exemple 33. /2,i,2'/3 sont algébriques sur Q, de polynémes minimauz X2 —2,X?+1, X% —2. e et
sont transcendants sur Q [admis].
Presque tous (pour la mesure de Lebesgue) les nombres complexes sont transcendants sur Q.
Théoréme 34. Soit « € L. Les ASSE :
— « est algébrique sur K
— Kla] = K(e)
— dimk K[a] < 400
Lorsque c’est le cas, dimk K[a] = [K(a) : K] = deg(pta.k)-
Définition 35. L est une cloture algébrique de K si L est algébriguement clos et Vo € L, v est algébrique
sur K.
Théoréme 36 (Steinitz). [Admis] K admet une cloture algébrique, unique & isomorphisme preés.

Proposition 37. Si L est algébriquement clos, alors KL := {x € L | x est algébrique sur K} est une
cloture algébrique de K.

3.2 Adjonction de racines

Définition 38 (Corps de rupture). Soit P € K[X] irréductible (sur K). L est un corps de rupture de P
sur K s%l existe oo € L tel que P(a) =0 et L = K(a).
Lemme 39 A(Prolongement des isomorphismes). Soit i : Ky — Ko un isomorphisme (de corps), qui se
prolonge en i : Ky [X] — Ko[X], Y ap X* = Y i(ar) X*, isomorphisme (d’anneaus).

— 8i P € Ky[X] est irréductible (sur Ky ), alors i(P) est irréductible (sur Kg).

— Si Ky C Ly, Ky C Lg, a1, an Tacines resp. de P et E(P) dans Ly et Lo, alors 315 : Ky (a1) — Ka(az)

isomorphisme (de corps) qui prolonge i tel que j(a1) = a.

Théoréme 40 (Existence et unicité du corps de rupture). Soit P € K[X] irréductible (sur K). Il existe
un corps de rupture de P, unique & isomorphisme prés (c’est K[X]/(P)).

Application 41. P € K[X] de degré n € N est irréductible sur K ssi P n’a pas de racines dans les
extension L telles que [L : K] < n/2.

Définition 42 (Corps de décomposition). Soit P € K[X]| de degré n € N. L est un corps de décomposition
de P sur K si da,aq,...,an €L,P=a(X —aq)...(X —ayp) et L=K(ay, ..., an).

Théoréme 43 (Existence et unicité du corps de décomposition). Il existe un corps de décomposition de
P sur K, unique & isomorphisme prés, noté Dk (P).

Exemple 44. C = R(i) est le corps de rupture et de décomposition de X2 +1 sur R. Q(2'/3) est le corps
de rupture de X3 — 2 sur Q, mais pas de décomposition, qui est Q(21/3,j).



3.3 Corps finis
Dans cette sous-partie, K est un corps de caractéristique p premier, n € N* et ¢ = p™.

Lemme 45 (Morphise de Frobenius). F : 2 € K+ aP € K est un morphisme de corps appelé morphisme
de Frobenius. Si K est fini, c’est un automorphisme.

Théoréme 46 (Existence et unicité des corps fini). I existe un corps a q éléments, c’est Dz ;,7(X?—X).
Il est unique a isomorphisme prés, on le note F.

Remarque 47. Plus précisément, si FT; est une cloture algébrique de Fp, il y a dans FT, Un UNIque corps
G q éléments, c’est ’ensemble des racines de X9 — X.

Proposition 48. Tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps est cyclique. En particulier F
est cyclique.

Remarque 49. On peut aussi construire Fy si on a P € Fp[X] irréductible de degré n avec Fy = Fp(a)
(corps de rupture de P sur F,). Par exemple Fy = Fo[X]/(X? + X +1). Cela permet d’obtenir les tables
d’opérations de F, (cf annexe).

Théoréme 50 (Chevalley-Warning). [DEV] Soit Py, ..., P, € Fy[Xq,..., X)) tels que Y ;_, deg(P;) < m.
SiVi={(z1,...,zm) € FP | V1 < i <1, Pi(x1, ..., %) = 0}, alors #V =0 mod p.

Application 51 (Erdés-Gizburg-Ziv). [DEV] Parmi 2n —1 entiers on peut en trouver n. dont la somme
est divisible par n.

4 Localisation de racines

[3] : Gourdon

Proposition 52 (Rolle). Si P = a(X —a1)™...(X —a,)™" € R[X] est scindé, alorsV1 < j <r—1,315; €
laj, ajya] tels que les racines de P’ sont les a; avec multiplicitésm;—1 (1 <i <r)etlesf; (1 <j<r—1).

Théoréme 53 (Gauss-Lucas). Soit P € C[X] non constant, alors Z(P') C Conv(Z(P)).
[2] : Caldéro

Lemme 54 (Gerschgorin-Hadamard). Soit M € M,,(C), et V1 < i < n, D;(M) := D(mi;, Y24, [mi;
Alors Sp(M) € D(M) := ", D;(M).

).

Proposition 55 (Borne de Cauchy). [Source ?] Soit P = Y _ ap X" € C[X] unitaire et a € C une
racine de P. Alors |a| < 1+ maxo<p<n—1 |ak-

Théoréme 56 (Continuité des racines). [DEV] Soit (Py)ren € Cn[X]" tous de degré n, tel que Py ———

k— 400

P € C[X]. On note A\g; (resp. A;) pour 1 < i < n les racines de Py (resp. P). Alors on peut permuter
pour tout k € N les A\ ; pour que V1 <i <n, A\, ﬁ A
—+00

Application 57 (Composantes connexes des disques de Gershgorin). [DEV] Notons Ule C; la décom-
position de D(M) en composantes connezxes, et pour tout 1 < j < k, n; le nombre de disques D;(M)
inclus dans C;. Alors il y a exactement n; valeurs propres de M (avec multiplicités) dans C;.

Exemple 58. M = ((1) ?) a ses deux valeurs propres —2 et 3 dans D1(M) = D(0,6).

[7] : Beck, Malick, Peyré

Théoréme 59 (Régularité des racines d’un polynéme SARS). Soit Py € R,[X] SARS et z9 € R une
racine simple de Py. Alors il existe un voisinage U de Py dans R,[X], un voisinage V de xo dans R et
¢ : U —V de classe C* telle que VP € U,Vx € V,x = p(P) <= P(z) = 0.

Application 60. L’ensemble des polynomes de R,,[X] scindés a n racines simples est un ouvert de R,,[X].



5 Développements
- Disques de Gershgorin connexité, [2]
- Théoréme de Chevalley-Warning + EGZ, [§]
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