Anaél Marit ENS Rennes

THEOREME DE
RIESZ-FRECHET-KOLMOGOROV
- 201, 203, 208, 209, 234, 239 —

Ah, les compacts! Qu’est-ce que la topologue aime plus que des compacts ? Quel malheur
qu’en dimension infinie, ceux-ci soient aussi vilain. On dispose en analyse d’une certaine batte-
rie de gros théorémes visant & détecter les compacts dans des espaces de fonctions, au premier
desquels on peut citer le théoréme d’Arzela-Ascoli. Notre objectif ici est d’établir le théoréme de
Riesz-Fréchet-Kolmogorov, qui en est une sorte d’analogue dans les espaces LP. C’est un fort joli
résultat d’analyse fonctionnelle, dont la preuve utilisera plusieurs résultats phares du programme.
Son seul défaut pour l’agrégation, c’est qu’il n’est pas évident d’en donner des applications sans
aller chercher tres loin, mais je pense qu’il est possible de le présenter en soi comme une appli-
cation satisfaisante des théorémes du programme.

Soit d € N*. Soit p € [1, +00[. On notera p’ son exposant conjugué et L? 1’espace des fonctions
mesurables de R? dans C quotienté par la relation d’égalité presque partout. Pour f € LP et
a € R?, on notera :

f:x»—>f(—:1:) Tof iz f(x—a) (1)

Notre objectif est de démontrer :

Théoréme 1 (Riesz-Fréchet-Kolmogorov, ([1], chap 4, théoréme 3.8)). Soit H C
LP. H est une partie relativement compacte de LP si, et seulement si :

(i) H est bornée dans LP.

(i) H est une partie equitendue de LP, c’est-a-dire :

Ve>0, dR>0 : VfeH, |f(z)|Pdz < e (2)
llz|[>R

(i) H satisfait :

Ve >0, In>0 : VfeH Va||<n, ||[Taf — fllp <€ (3)

Remarque : Avant de se lancer dans la démonstration, je pense qu’il est important de s’arréter
un instant sur les hypothéses (ii) et (iii), afin de bien comprendre ce que 1'on cherche a faire.
L’hypotheése (iii) est une sorte d’analogue pour des fonctions L de la propriété d’équicontinuité
qui figure parmi les hypothéses du théoréme d’Arzela-Ascoli : quand on décale les arguments
de f de facon suffisamment petite, f et sa translatée deviennent arbitrairement proche au sens
L? (donc une propriété sur la norme infinie est désormais une propriété d’ordre intégral), et
ce uniformément en les éléments de H. L’hypotheése (ii) signifie que la masse des fonctions de
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H se dissipe a l'infinie de fagon uniforme. Autremement dit, les fonctions de H ont leur masse
localisée pour ’essentiel dans un compact qui ne dépend pas de I'élément de H observé. C’est
un moyen d’approcher I’hypothése qui est faite dans le théoréme d’Arzela-Ascoli sur le domaine
de définition des fonctions, qui doit étre compact. ¢

En avant pour la démonstration! Rappelons en préambule qu’en vertu du théoréme de Riesz-
Fisher, l'espace LP est complet. Ainsi, une partie H est relativement compacte dans LP si, et
seulement si, elle est précompacte : c’est cet angle d’attaque que nous suivrons pour la preuve.

Sens direct

Soit H C LP une partie relativement compacte de LP, c¢’est-a-dire précompacte. Soit € > 0.
Par précompacité, il existe des fonctions fi,..., fi € H” telles que :

k
e |JB(ne) ()
i=1

Ceci prouve immédiatement (7). Par ailleurs, une application rapide du théoréme de convergence
dominée fournie I'existence de R > 0 tel que :

Vi € [1,k], |fi(z)|Pdx < e (5)

llzl|ZR

Ainsi, pour f € H, il existe un indice ¢ tel que ||f — f;||, < € par construction, et donc :
1 Lep=rlle < I(F = f)Lje=rlly + 1 filjz>rllp < 2¢ (6)
d’ou H vérifie (ii). Enfin, (iii) provient de 'uniforme continuité des translations dans L” :
I >0 : Va<n, Vie[Lk], [|7afi — fillp <€ (7)
d’ott une fois de plus :

raf = fllp < lI7alf = fillly + |7afi = fillp + 1fi = fllp < 3¢ (8)

car les application 7, sont des isométries de LP par invariance par translation de la mesure de
Lebesgue. On a bien démontré le sens direct du théoréme.

Sens indirect

Réciproquement, on suppose que H a les propriétés (i), (ii) et (iii). La démonstration va
consister & approcher les fonctions de H par un ensemble de fonctions continues qui satisfont
les hypotheses du théoréme d’Arzela-Ascoli (ensemble qui sera donc relativement compact pour
la topologie de la norme infinie) afin d’obtenir des candidats pour les centres des boules avec
lesquelles on va recouvrir H. Considérons pour cela (®,,) une suite régularisante (i), et fixons
e > 0.

(i). C’est-a-dire une suite de fonctions C°° a supports compacts, positives, de norme L' constante égale a 1 et

1
telle que le support de ®,, est contenu dans B(0, —).
n

Contactez-moi en cas de coquille & prénom.nom@ens-rennes.fr !



Il existe d’apreés (ii) un réel R > 0 tel que :

Ve H, |[flz>rllp <€ (%)

Par ailleurs, étant donnés f € H et n € N, on a :

p

7= ol = [ 1@~ [ s poama] o )

i
L

- / / (@) — fla — y)Pded, (y)dy (12)

p

dz (10)

[ @) = fla =),y
|

[ 1#@) = fa = )P (g ()

X
<

En utilisant successivement le fait que ®,, est de masse 1, puis I’égalité de Jenssen pour rentrer la
valeur absolue & la puissance p sous l'intégrale (il faut alors considérer qu’on intégre non contre
la mesure de Lebesgue mais contre la mesure @, (y)dy, qui est une mesure de probabilités)
et enfin le théoréme de Fubini-Tonelli. De cette derniére égalité, on peut réécrire :

1 =5 e@allp < [ 1f =)y (13)
S R X (14)

B(0,3)
< sup ||y f = fll} (15)

Nyll<+

d’ou, d’aprés (iii), on peut fixer N € N tel que :
VieH, ||f-fx2nllp,<e ()
On introduit alors I’ensemble suivant :

H:={(f*®N)Bo.r), f € H} CC°(B(0,R),C) (16)
Lemme 2. H est relativement compact dans (C° (B (0,R),C), || ||sc)-

Démonstration. On va sans grande surprise chercher a appliquer le théoréme d’Arzela-Ascoli & H.
Notons que le domaine commun des fonctions de H est compact, et que leur domaine d’arrivée
est complet.

Ponctuelle relative compacité — Soit z € B(0, R). Alors :

|f*+ @n|(z) < /Rd (@ = y)@n )y < mh)lpll@nlly = 1 lll1Sx]]y P (17)

par l'inégalité de Holder. Ainsi, d’aprés (i), Uensemble {f « ®n(x), f € H} est borné dans
C, d’ou la ponctuelle relative compacité.

(ii). ®n est C2°, il s’agit donc bien d’une fonction de v
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Equicontinuité — Soit (21, 22) € B(0, R)?. Soit f € H. Alors :

£ = Fron(e)| < [ 1@ =)= fa—pont)dy  (8)
= |72y f = Tao Fllpl PN ]| (19)
= llresesf ~ fllp N2l (20)

toujours par 'inégalité de Holder. D’ou, par (iii) :
I >0 : V(xy,a9) € RNV € H, [|Jz1—22]| < = |f+Pn(21)—fxPn(22)] < e (21)

et donc ensemble H est équicontinu 11V,

Ainsi, le théoréme d’Arzela-Ascoli s’applique : H est relativement compact. ([
On va enfin pouvoir conclure : Pensemble H est précompact dans (C°(B(0,R),C), || lso)-
11 existe donc des fonctions (fi,..., fi) € HF telles que :
€
VfeH, Jdie[lk] : Oy — fixPy)1 o < ———
feH, Fie[LE] : [|(f*Pn = fi*x ®n)Lpo,nrll BB (%% %)

Ou A4 est la mesure de Lebesgue en dimension d. Recouvront alors H par des boules dont les
(f:) seront les centres. Soit f € H, et soit ¢ € [1,k] comme dans (x x x). On a alors l'inégalité
pour tout x € R? :

|f(z) = fil@)] <|(f = fi)(@)L)j2 <l + [(f = fi)(@)1)12) > R] (22)
<|(f = f+on) (@) <r] + (fi = fi x @n) ()12 <R
+H(f *@n = fix ON) (@)L 2 <rl + [ L))z r] + | fil)jz) > R] (23)
<|(f = fxen)@)] + [(fi — fix Pn)(2)]
HI(f * On = fix ON) (@) L)1 <Rl + /L)1 2 R] + | fil)j2) > R] (24)

D’ot, en passant & la norme p, on obtient :

1f = fillp < 5e (25)
grace aux choix de R, N et i. Ainsi :
k
H c | B(fi,5¢) (26)
i=1
ce qui prouve la précompacité de H, et donc sa relative compacité dans LP ! O

Annexe : un exemple d’application

Les choses se gdtent ici. Vous l'aurez remarqué, presque toutes les legcons d’agreg s’appellent
« Machin machin. Exemples et applications ». D’aprées ce que j’ai compris pendant mes oraux
blancs, le jury peut étre tres pointilleur sur l'aspect « application » des résultats énoncés. Je
suis tombée en oral blanc sur une lecon pour laquelle Riesz-Fréchet-Kolmogorov était l'un de

(iii). Et on voit apparaitre de fagon clair le lien entre I’hypothése (iii) et ’hypothése d’équicontinuité du théréme
d’Arzela-Ascoli que j’évoquais plus haut !
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mes développements, et pas manqué, le jury m’a demandé de donner une partie concréte de
L? pour laquelle on utilise le théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov pour montrer qu’elle est
compacte. 1l s’agit évidemment de ne pas donner une partie trivialement compacte, sinon le
théoréme n’apporterait rien. Alors voila ici l'exemple que j’ai trouvé. Je n’en ai pas trouwvé de
plus élémentaire, mais si vous en connaissez, n'hésitez pas & me contacter, je serais ravie de
Uapprendre !

Le cadre sur lequel repose 'exemple est largement hors-programme. Si vous ne vous sentez
pas capable de le mener au tableau, je vous déconseille trés fortement de présenter ce
développement ou d’inclure le théoréme dans votre plan, a moins que vous n’ayez un
exemple concret d’utilisation & proposer.

On considére I'espace WP (R) des fonctions de classe LP sur R dont la dérivée au sens des
distributions est représentée par une fonction L?. Cet espace est muni de la norme Sobolev :

1 wre = 1LFlp + 11l (27)

Application 3. Toute partie H C WP équitendue et bornée en norme Sobolev est com-
pacte pour la topologie L”.

Démonstration. On va appliquer le théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov. La norme Sobolev
dominant la norme LP, il est clair que H est bornée dans LP. Comme H est supposée équitendue,
il suffit de montrer que H est équicontinue au sens LP. Fixons € > 0. Pour f € H et a € R*, on

a:
t+a P
s =1 = [ [ 7o a 28)
R [Jt
t+a d p
—[lar| [ o] (29)
R t |a|
ds s ;
Or la mesure al est une mesure de probabilités sur [t, ¢+ a], ce quelque soit ¢. Comme z — |x|P
a
est convexe, on applique 'inégalité de Jenssen puis le théoréme de Fubini-Tonelli :
P p 1(g\|P ds
ITaf = fII} <lal [F' ()P Licsctrar dE (30)
R JR |a
/
=l [ L sras (31)
R S
= lalPH 11 (32)
< lalP~t sup [|Al[f, (33)
heH
p—1
P
D’ot, en prenant < ———————— on obtient :
suPhep [|hllwe

VhGH, \V/|a| Sn, HTah/_f”p SE (34)
et par Riesz-Fréchet-Kolmogorov, H est compact dans LP. (I
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