
Remarque 1. Cette démonstration de la transcendance de l’exponentielle e se base principale-
ment sur la preuve donnée par Hardy et Wright dans [1, Chapitre XI]. Je conseille aux personnes
intéressées par ce développement de regarder aussi certains résultats sur les nombres algébriques et
l’approximation d’irrationnels par des rationnels (fractions continues). Cela peut être intéressant
pour avoir un peu de culture autour du sujet, et donc je vous conseille de lire le chapitre X et XI
du livre de Hardy et Wright [1], ou encore, le livre de Aleksandr Khinchin [2].

La définition suivante n’est ici que pour que pour être plus clair pour la suite mais n’est pas à
dire pendant le développement.

Définition 2. Soit x ∈ C. On dit que x est un nombre algébrique s’il existe P ∈ Q[X] non nul tel
que : P (x) = 0.

Dans le cas contraire, x est dit transcendant.

Notation 3. On introduit la notation hr pour r ∈ N telle que : hr = r!.

De même, on généralise les notations, si P (X) =

n∑
r=0

arX
r est un polynôme de degré n, on définit

P (h) par :
n∑

r=0

arh
r =

n∑
r=0

arr!.

Et en s’inspirant des formules de Taylor, on définit aussi P (x+ h) par :
n∑

r=0

P (r)(x)

r!
hr =

n∑
r=0

P (r)(x). (1)

De plus, on va définir deux fonctions ur et εr par :

ur(x) =
x

r + 1
+

x2

(r + 1)(r + 2)
+

x3

(r + 1)(r + 2)(r + 3)
+ · · · = e|x|εr(x).

On remarque que l’on a |ur(x)| < e|x| pour tout x.

On va tout d’abord énoncer deux lemmes utiles pour montrer la transcendance de l’exponentielle.

Lemme 4. Soit P (X) =

n∑
r=0

arX
r un polynôme et Q(x) =

n∑
r=0

arεr(x)x
r. Alors :

exP (h) = P (x+ h) +Q(x)e|x|. (2)

Démonstration. D’après la notation introduite par l’équation (1), on a :

(x+ h)r =

r∑
k=0

(
r

k

)
hr−kxk =

r∑
k=0

(
r

k

)
(r − k)!xk =

r∑
k=0

r!

k!
xk.

Donc :

(x+ h)r = r!

r∑
k=0

xk

k!
= r!ex − ur(x)x

r = exhr − ur(x)x
r.

Or ur(x) = e|x|εr(x), donc en multipliant par ar et en sommant, on en déduit (2).
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Lemme 5. Soit n ∈ N∗, et f ∈ Z[X], on note :

F1(X) =
Xn−1

(n− 1)!
f(X) et F2(X) =

Xn

(n− 1)!
f(X).

Alors F1(h) et F2(h) sont des entiers et :{
F1(h) ≡ f(0) [n]
F2(h) ≡ 0 [n]

.

Démonstration. Soit n ∈ N∗ et f(X) =

d∑
k=0

akX
k ∈ Z[X]. Alors :

F1(X) =

d∑
k=0

ak
Xk+n−1

(n− 1)!
,

et :

F2(X) =

d∑
k=0

ak
Xk+n

(n− 1)!
.

Donc :

F1(h) =

d∑
k=0

ak
(k + n− 1)!

(n− 1)!
,

et :

F2(h) =

d∑
k=0

ak
(k + n)!

(n− 1)!
.

Donc modulo n, on trouve : {
F1(h) ≡ a0 [n]
F2(h) ≡ 0 [n]

,

on en déduit le résultat voulu.

Théorème 6. e est un nombre transcendant.

Démonstration. Procédons par l’absurde et supposons que e est un nombre algébrique. Alors il
existe R ∈ Q[X] non nul tel que : R(e) = 0.

Il existe donc n ∈ N∗ et (a0, · · · , an) ∈ Qn+1 tels que :

a0 + a1e
1 + · · ·+ an−1e

n−1 + ane
n = 0

avec an ̸= 0. Quitte à multiplier par le produit des dénominateurs, on peut supposer les ai entiers
pour tout i ∈ {0, · · · , n}.

Soit p un nombre premier supérieur à n et |a0|. On note :

P (X) =
Xp−1

(p− 1)!
×

n∏
k=1

(X − k)p.
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Alors :

0 =

(
n∑

k=0

ake
k

)
× P (h) =

n∑
k=0

ake
kP (h) =

lemme 4

n∑
k=0

ak(P (k + h) +Q(k)e|k|).

On note alors : S1 =

n∑
k=0

akP (k + h) et S2 =

n∑
k=0

akQ(k)ek.

D’après le lemme 5, P (h) ∈ Z et :

P (h) ≡
n∏

k=1

(0− k)p ≡ (−1)pnn!p [p]. (3)

Et si k ∈ {1, · · · , n}, alors :

P (k + x) =
xp

(p− 1)!
(k + x)p−1f(x),

avec f un polynôme à coefficients entiers. Donc d’après le lemme 4, P (k+ h) est entier et divisible
par p.

Donc d’après (3) :

S1 =

n∑
k=0

akP (k + h) ≡ a0(−1)pnn!p [p].

Or p est un nombre premier supérieur à n et |a0|, donc S1 n’est pas divisible par p, et donc :

|S1| ⩾ 1. (4)

Travaillons sur S2 maintenant et montrons que : |S2| <
1

2
.

On rappelle que S2 =

n∑
k=0

akQ(k)ek. Et |εr(x)| < 1, donc :

|Q(k)| =

∣∣∣∣∣
s∑

r=0

brεr(k)k
r

∣∣∣∣∣ <
s∑

r=0

|br|kr,

avec s le degré de P et b0, · · · , bs ses coefficients.
Donc :

|Q(k)| < kp−1

(p− 1)!

n∏
i=1

(k + i)p −→
p→+∞

0.

Donc pour p assez grand, on a :

|S2| <
1

2
. (5)

Or S1 + S2 = 0, ce qui est contradictoire avec les inégalités (4) et (5). Donc e est un nombre
transcendant.
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