1.3 Groupes d’isométries du tétraédre et du cube

Recasage : 101, 104, 105, 161, 191.
Références : Nouvelles histoires hédonistes de groupes et de géométrie - 11, Caldero-
Germoni.

Lemme 1.2. Soit X C R™ un ensemble convexe, soit S l’ensemble de ses points extré-
mauz. Alors, tout élément de [s(X) stabilise S, et fixe en particulier l’isobarycentre de

S.
Lemme 1.3. Les points extrémaux d’un solide platonicien sont ses sommets.

Proposition 1.1. Soit X C R? une partic finie, si O est un centre de symétrie de X,
et g € 1s(X), alors g(O) = O, et on a lisomorphisme 1s(X) = [sT(X) x Z/2Z.

Proposition 1.2. Les groupes des isométries du tétraédre sont :
IS(A4) = 64 > IS+(A4) = 914.

Démonstration. Notons § 'ensemble des sommets de Ay le tétraedre régulier. Alors,
par le lemme 2, S est 'ensemble des points extrémaux de A,. On va faire agir 1s(A,)
sur §. On se donne donc un morphisme de groupes :

o: Is(Ay) — 6(S)=6,
g = 9s '

Cette action est fidele (i.e. ¢ est injectif) : si ¢(g) = ids, alors ¢ stabilise S, mais S
forme un repére affine de R3, donc g = idgs. Ainsi, ¢ injecte Is(A4) dans S.

Aussi, la réflexion par rapport au plan MCD, ou M est milieu du segment [AB],
réalise la transposition (AB). On vérifie de méme que toutes les transpositions sont
dans I'image par ¢ de Is(A,). Comme les transpositions engendrent Sy, ¢ est donc
surjective. Finalement, ¢ est us isomorphisme de Is(A,) vers &,.

Comme Is*(A,) est d’'indice 2 dans Is(Ay), on a le deuxiéme isomorphisme. O

Proposition 1.3. Les groupes des isométries du cube sont :
18(06) = 64 X Z/2Z , ISJr(Cﬁ) = 64.

Démonstration. Posons D = {Dy, Ds, D3, D4} 'ensemble des grandes diagonales du
cube. Ce sont les plus grandes distances trouvables dans Cg, donc toute isométrie du
cube envoie D; sur D;, pour i,j € {1,...,4}. Faisons agir /s(C%) sur D. On a alors le
morphisme :
p: Ist(Cs) — S(D)=6,
g — g '

Montrons que l'action est fidéle : soit g tel que ¢(g) = idp, montrons que g = idgs.
Notons D; = A;B;, comme elle est fixée par g, et que A; et B; en sont les points
extrémaux, alors soit g permute A; et B;, soit g les laisse fixes.
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— Supposons que g fixe A; et B; : sans perte de généralité, on peut supposer ¢ = 1.
Comme A;A; # A1Bs, et que g est une isométrie, g ne peut envoyer A, sur B,
donc A, et B sont fixés par g. De méme, Ay est fixé par g. Or, (Ay, Ag, B, Ay)
est un repére affine de 'espace, et comme il est fixé par g, g = idgs.

— Supposons que g permute A; et B; : notons sy la symétrie centrale du cube, alors
s o g fixe A;. Ceci implique, par ce qui précéde, que sy o g = idgs, ce qui est
impossible puisque g est une isométrie directe.

En conclusion, ker(y) = {idgs}, et par fidélité de 1'action, /s (Cg) C Sa.

Toutes les transpositions sont, ici aussi, réalisées (par les retournements d’axes reliant
les milieux d’arétes joignant les diagonales), donc Is™(Cq) = S,.

Comme Cjs admet un centre de symétrie, il vient que 1s(Cs) = &4 x Z/27. O

Commentaires : Il faut illustrer les preuves avec des dessins au tableau, afin de
bien comprendre (et de faire comprendre!) ce que 'on fait.
Concernant Is*(A,), on a admis qu’il était d’'indice 2 sur I's(Ay). Montrons-le :

Démonstration. On peut voir Is*(A,) comme le noyau du déterminant, et I'st(Ay) =
ker(det). Comme le déterminant est & image dans {£1}, on a I'isomorphisme :

Is(Ag)/IsT(A) = Z)2Z.

Par le théoreme de Lagrange, on a alors :

Is(A
% — |Z/2Z] = |Is*(A)] = 12 = [Is(Ay : IsT(A)] = 2,
ce qui est le résultat voulu. O

I1 faut également savoir démontrer les lemmes et la proposition préliminaires, mais il
est peu conseillé d'inclure ces preuves dans le développement, car on arrive rapidement
dans le hors-sujet !

En complément a la proposition sur le groupe d’isométries du tétraeédre, on peut montrer
la proposition suivante :

Proposition 1.4. Tout sous-groupe H de Go, n > 3, tel que H est dindice 2 sur S,
alors H =%,

Démonstration. Comme H est d’indice 2 dans G, il est distingué. On a donc a dispo-
sition I'isomorphisme non-trivial :

$: 6, = G,/ H=TL/2L = {1}

Montrons que ¢ est exactement le morphisme signature €.

Soit 7 une transposition de G,,, on sait que les transpositions engendrent &,,. De plus,
comme H est le noyau de ¢, ¢y = id. Ainsi, si ¢(7) = 1, alors 7 € H. Mais alors,
toutes les transpositions seraient dans H. Ceci est impossible puisqu’elles engendrent



S, on aurait donc H = G,,, ce qui est absurde.

Par conséquent, ¢(7) = —1, pour toute transposition. Pour toute permutation o, telle
que 0 =T1...7, ¢(c) = (—1)", et on retrouve le morphisme signature. Donc ¢ = &.
On en déduit que H = ker(e) = 2, donc H = 2,,.

Finalement, Is™(Ay) = 2,,. O

Remarque 1.1. Dans notre exemple, plutét que de montrer le résultat en toute gé-
néralité, on aurait pu dénombrer les éléments de Sy, et voir que la seule réalisation
possible de Ist(Ay) était en tant que Ay. Or, cette méthode marche beaucoup moins
bien pour n plus grand (par exemple lorsque l'on veut exhiber les groupes des isométries

du dodécaédre).



