
24 Leçon 156 : Endomorphismes trigonalisables. Endomor-
phismes nilpotents.

I. Généralités

1. Valeurs propres et sous-espaces propres [MAN]

Valeurs propres, vecteurs propres, SEP, prop sur les SEP, poly annulateur

2. Polynôme minimal et caractéristique [MAN] [BER]

Lemme des noyaux, poly minimal, poly carac, stabilité, lien avec les valeurs propres,
théorème de Cayley-Hamilton

II. Endomorphismes trigonalisables

1. Caractérisation [ROM] [MAN]

Trigonalisable, lien avec �u, exemple sur C, équivalences, cas où F est stable, lien trace
et dèt

2. Trigonalisation simultanée [MAN]

Famille co-trigonalisable, DEV 1 : critère de co-trigonalisabilté, exemple avec la somme,
contre-exemple à la réciproque

III. Endomorphismes nilpotents

1. Caractérisation [BMP]

Nilpotent, indice de nilpotence, équivalences, cas de K algébriquement clos

DEV 2 : critère de nilpotence par la trace

Bloc de Jordan, équivalences nilpotent d'indice n

2. Cône nilpotent [BMP]

N est un cône, cas de la somme et de la composition, vect(N )

3. Réduction [MAN] [BMP]

Suite des noyaux itérés et prop, théorème de la réduite de Jordan pour les endo nilpotents,
corollaire sur les endo nilpotents semblables

IV. Décomposition de Dunford [MAN] [ROM]

Décomposition de Dunford, cas matriciel, exemples, application à l'exponentielle de matrice, A
diagonalisable ssi A est diagonalisable, résolution de eA= In

Présentation :

� OSQ en fixant une base de E, on a un isomorphisme entre L(E) etMn(K). Cela nous permettra
dans cette leçon de faire le lien entre endomorphisme et matrice, et donc d'adopter l'un des
deux points de vue en fonction de la situation rencontrée.

� Avoir une matrice sous forme triangulaire est intéressant car le produit va rester une matrice
triangulaire, ou encore car on peut lire les valeurs propres directement sur la diagonale.

� La décomposition de Jordan pour les endomorphismes nilpotents est utile pour montrer la
décompoisition de Jordan pour un endomorphisme quelconque (regarder sur les SEC, et si on
enlève la diagonale alors c'est nilpotent).

� On fait le lien entre endomorphismes trigonalisables et nilpotents dans la décompoisition de
Dunford, car elle s'applique pour des endo trigonalisables, et fait apparaitre des endos nilpotents.
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� La décomposition de Dunford est essentielle car permet de calculer facilement des puissances
de matrice et des exponentielle de matrice, ce qui va faciliter la résolution de systèmes linéaires
ou d'équations différentielles. En effet, on se ramène à calculer des puissances de matrices
diagonales et nilpotentes, ce qui est assez aisé.

Développements :

� Co-trigonalisabilité

- Algèbre linéaire réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné, p94-104-107

- Mathématiques pour l'agrégation : Algèbre et géométrie, Rombaldi, p685 et 678

� Critère de nilpotence par la trace

- Carnet de voyage en algébrie, Caldero, p27

- Mathématiques pour l'agrégation : Algèbre et géométrie, Rombaldi, p559 et 649
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