22 Lecon 153 : Valeurs propres, vecteurs propres. Calculs exacts
ou approchés d’éléments propres. Applications

I. Eléments propres d’'un endomorphisme

1. Valeurs propres et vecteurs propres [MAN]

Valeurs propres, spectre, vecteurs propres, SEP, prop sur les SEP, poly annulateur

2. Polynéme minimal et caractéristique [BER| [MAN]
Annulateur de u, poly minimal, poly carac, théoréme de Cayley-Hamilton, toutes les
multiplicités de racines

II. Application a la réduction d’endomorphismes [MAN]| [GRI| [ROM]
Endomorphisme diagonalisable, équivalences diagonalisabilité, n valeurs propres
Endomorphisme trigonalisable, équivalences, exemple sur C, lien avec la trace et le dét

Décomposition de Dunford, cas de ’exponentielle
III. Cas particuliers

1. Matrice compagnon [ROM]
Matrice compagnon, son polyndéme caractéristique, cas diagonalisable
2. Matrices nilpotentes [BMP|

Endomorphisme nilpotent, indice de nilpotence, équivalences,

3. Matrices symétriques [MAN]| [ROM]
Endomorphisme symétrique, stabilité de F'*, les valeurs propres sont réelles,
, caractérisation des matrices positives avec les valeurs propres

IV. Recherche d’éléments propres

1. Localisation des valeurs propres [ROM| [MAN]
Disques de Gerschgorin, théoréme de Gerschgorin, matrice a diagonale strictement domi-
nante, théoréeme de Hadamard

2. Utilisation du rayon spectral [ROM]

Norme matricielle, rayon spectral, lien avec la norme 2, p(A) < ||| A|||, continuité du rayon
spectral, équivalences p(A) <1

Présentation :

e 0 est valeur propre de A si et seulement si Ker(A) # {0} si et seulement A n’est pas inversible
si et seulement si det(A)=0.

e Pour chercher les vecteurs propres associés & la valeur propre A, il faut résoudre le systéme
(A—X,)X =0.

e Le critére le plus utile pour prouver que u est diagonalisable est de trouver un polyndéme
annulateur scindé & racines simples, car il ne demande pas de calculer les valeurs propres. En
revanche, il ne donne pas une base de vecteurs propres : il faudra déterminer une base de chaque
SEP un par un en résolvant des systémes linéaires.

e Le rayon spectral p(A) est le rayon du plus petit disque centré en 0 du plan complexe qui
contient toutes les valeurs propres de A.

45



e Il est possible qu'un disque de Gerschgorin ne contienne aucune valeur propre.

Développements :

e C(Critére de nilpotence par la trace
- Carnet de voyage en Algébrie, Caldero-Peronnier, p27
- Mathématiques pour ’agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p559 et 649

e Théoreme spectral
- Algebre linéaire-réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné, pl124

- Algeébre linéaire, Grifone, p256

Reéférences :
e [MAN] Algebre linéaire réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné
e [BER] Algebre : le grand combat, Berhuy
e |GRI| Algebre linéaire, Grifone
e |[ROM]| Mathématiques pour l'agrégation : Algeébre et géométrie, Rombaldi

e [BMP] Objectif Agrégation, Beck-Malick-Peyré
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