18 Lecon 149 : Déterminant. Exemples et applications
I. Construction du déterminant

1. Formes n-linéaires alternées et déterminant [GOU| [ROM]
Forme p-linéaire, alternée, antisymétrique, A, (E, K) est de dimension 1, déterminant,
changement de base, famille liée et déterminant

2. Déterminant d’une matrice carrée, d’'un endomorphisme [GOU| [ROM]
Déterminant d’une matrice, prop, déterminant d’un endomorphisme
3. Propriétés analytiques [CAL]|

Le déterminant est polynomial, différentielle du déterminant, SL,(K) est fermé

II. Méthodes de calcul
1. Cas simples et pivot de Gauss [GRI] [GOU]|

Cas n=2 et n =23, opérations sur les lignes/colonnes, triangulaire par blocs

2. Mineurs et cofacteurs [GOU]

Mineur, cofacteur, développement par rapport a une ligne/colonne, déterminant de Van-
dermonde, comatrice, lien comatrice et inverse, cas de M (Z)

III. Applications
1. En calcul intégral [BRI]

Théoréeme de changement de variable, coordonnées polaires, intégrale de Gauss
2. En algebre linéaire [GRI| [MAN]

Systéme de Cramer, unicité de la solution, polynéme caractéristique, matrice compagnon,
lien avec les valeurs propres, critéres avec .,

Présentation :
e Le déterminant est utile pour savoir rapidement si une famille de vecteurs est liée ou non.

e En pratique, on effectue des opérations sur les lignes/colonnes afin de faire apparaitre le plus
de zéros et ensuite développer le déterminant selon une ligne/colonne agréable.

e Dans les faits, on n’utilise pas la comatrice pour donner ’expression de I'inverse d’une matrice,
mais elle est tout de méme utile lorsque ’on fait des considérations plus théoriques (par exemple
si 'on s’intéresse au rang de la matrice).

e Le déterminant est utile pour résoudre des systémes d’équations linéaires, car permet par
exemple pour des systémes & paramétres de donner des conditions sur les paramétres pour
que le probléme admette une solution.

e En fait la formule générale du déterminant (celle avec les permutations) est aussi valable pour
un anneau A. Cela permet de définir le polynome caractéristique, car A — X1, est a coefficients
dans K[X] qui n’est pas un corps.

Développements :

e GL,(C) est dense, ouvert, connexe pars arcs.
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- Carnet de voyage en Algébrie, Caldero-Peronnier, p143

e C(Critére de nilpotence par la trace
- Carnet de voyage en Algébrie, Caldero-Peronnier, p27
- Mathématiques pour ’agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p559 et 649

Reéférences :
e [GOU]J Algebre-Probabilités, Gourdon
e |[ROM]| Mathématiques pour l'agrégation : Algeébre et géométrie, Rombaldi
e [CAL] Carnet de voyage en Algébrie, Caldero-Peronnier
e |GRI| Algebre linéaire, Grifone
e [BRI] Analyse. Théorie de 'intégration, Briane-Pages

e [MAN] Algebre linéaire réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné
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