15 Lecon 142 : PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Appli-

L

cations.

Notion de PGCD et PPCM

1. Dans un anneau quelconque [ROM]

PGCD, anneau a pgcd, contre-exemple, éléments premiers entre eux, théoréme de Gauss,
PPCM, commutativité et associativité du pged, lien entre pged et ppcm

2. Dans un anneau factoriel [ROM]

Anneau factoriel, expression du pged, expression du ppcm

3. Dans un anneau principal [ROM] [PER| [ULM]

Anneau principal, exemples, principal = factoriel, expression du pged et ppcm avec les
idéaux, théoréme de Bézout, lemme d’Euclide et de Gauss, contre-exemple au théoréme
de Bézout dans un anneau factoriel

II. Algorithme de calcul dans un anneau euclidien [ULM]| [ROM]| [GOU]

Anneau euclidien, exemples, euclidien = principal, algorithme d’Euclide, exemples, algorithme
d’Euclide étendu, exemple

III. Applications

1. Théoréme chinois [ROM]
exemple de systéme de congruences

2. En algebre linéaire [MAN]| [BER|
Lemme des noyaux, annulateur de u, polynéme minimal, PPCM avec les polynémes
minimaux induits

3. Polynémes [PER|
Contenu, , exemples

Présentation :

e Le but de cette legon est de généraliser les notions de PGCD et de PPCM connue dans Z a
d’autres types anneaux afin de pouvoir en tirer de bonnes propriétés arithmétiques.

e Un pged ou ppecm n’est pas unique, il est défini & un inversible preés.

e Comme tout élément associé a un pged de a et b est aussi un pged de a et b, et en considérant
que 1 est associé & tout élément inversible de A, on peut écrire que a et b sont premiers entre
eux ssi pged(a,b) =1.

e Dans un anneau euclidien, on dispose de 'algorithme d’Euclide pour obtenir le pged de deux
élements, et en remontant cet algorithme on peut trouver une relation de Bézout.

e Dans le lemme des noyaux, c’est le fait que K[X] soit principal et donc qu'’il existe une relation
de Bézout entre les polynémes qui permet de faire fonctionner la preuve.

Développements :
e Théoréme chinois + application & I'indicatrice d’Euler

- Mathématiques pour ’agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p249-283
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e (Critére d’Eisenstein
- Théorie de Galois, Gozard, pl10
- Cours d’algébre, Perrin, p51 et 76

Reéférences :
e |[ROM]| Mathématiques pour l'agrégation : Algebre et géométrie, Rombaldi
e [PER] Cours d’algebre, Perrin
e [ULM] Anneaux-corps-résultants, Ulmer
e |GOU] Algebre-Probabilités, Gourdon
e |[MAN] Algebre linéaire réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné

e [BER] Algebre : le grand combat, Berhuy
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