
14 Leçon 141 : Polynômes irréductibles à une indéterminée.
Corps de rupture. Exemples et applications.

I. Polynômes irréductibles

1. Notion d'irréductibilité [BER] [GOZ]

Polynôme irréductible, lien avec les racines, cas de degré 2 et 3, K[X]/(P ) est un corps,
cas des racines dans Q

2. Critères d'irréductibilité [PER]

Contenu, DEV 1 : critère d'Eisenstein, exemples, réduction modulo un idéal

II. Polynômes et extension de corps

1. Eléments algébriques [PER]

Elements algébriques/transcendants, polynôme minimal, lien avec K[�] et K(�)

2. Corps de rupture et de décomposition [PER]

Corps de rupture, existence et unicité, exemple, critère avec les extensions de degré 6n
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corps de décomposition, existence et unicité, exemple

3. Clôture algébrique [GOZ]

Corps algébriquement clos, exemples, clôture algébrique, exemples

III. Exemples et applications

1. Corps finis [PER] [GOZ]

Caractéristique, morphisme de Frobenius, existence et unicité des corps finis, cyclicité
du groupe multiplicatif, autre construction de Fq, exemples de polynômes irréductibles
sur F2 et F3

2. Polynômes cyclotomiques [GOZ] [PER]

Racines n-ièmes de l'unité, racines primitives n-ièmes de l'unité, polynômes cyclotomi-
ques et prop

DEV 2 : Irréductibilité de �n(X) + polynôme minimal d'une racine primitive n-ième de
l'unité

Présentation :

� On remarque qu'un polynôme n'admet pas forcément de racines dans un corps donné. Il est donc
nécessaire d'aller dans des sur-corps du corps considéré pour trouver des racines d'un polynôme.
C'est donc pour cela que l'on s'intéresse aux extensions de corps.

� Les corps de rupture permettent de passer d'un corps où le polynôme était irréductible, à un
corps où celui-ci admet une racine. Cependant, il arrive que le polynôme ne soit toujours pas
complètement scindé (il manque des racines dans le corps de rupture). On considère alors le
corps de décomposition.

On aboutit alors aux corps algébriquement clos, ceux où tout polynôme est scindé.

� Se placer dans un corps plus grand contenant les racines d'un polynôme donné est une méthode
très utile. On peut par exemple démontrer le théorème de Cayley-Hamilton en se plaçant
dans un corps de décomposition du polynôme caractéristique. De plus, si K est un corps
algébriquement clos, tout endomorphisme de L(E) est trigonalisable.

� Les polynômes cyclotomiques sont directement définis à partir de leurs racines. Ces polynômes
ont de nombreuses propriétés.
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Développements :

� Critère d'Eisenstein

- Algèbre-Probabilités, Gourdon, p62

- Cours d'algèbre, Perrin, p51 et 76

- Théorie de Galois, Gozard, p10

� Irréductibilité des polynômes cyclotomiques + degré d'une extension cyclotomique

- Théorie de Galois, Gozard, p69

- Mathématiques pour l'agrégation : Algèbre et géométrie, Rombaldi, p384

- Cours d'algèbre, Perrin, p80
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