10 Lecon 122 : Anneaux principaux. Exemples et applications.
I. Notion de principalité

1. Idéaux [ULM]

Idéal, idéal maximal, idéal premier

2. Anneau principal [ULM]

Idéal principal, anneau principal, exemples, contre-exemple Z[X]

3. Anneau euclidien [ULM]

Anneau euclidien, euclidien = principal, A[X] est principal ssi A est un corps
II. Arithmétique dans les anneaux principaux

1. Divisibilité [ULM]

a divise b, éléments associés, éléments premiers entre eux, élément irréductible, élément
premier, cas d’'un anneau principal

2. PGCD et PPCM [BER| [PER]

PGCD, PPCM, cas d’un anneau principal, théoréme de Bézout, lemme de Gauss, contenu,

III. Applications

1. Théoréme chinois [ROM]

exemple de systéme de congruences

2. En algebre linéaire [MAN]| [BER|

Lemme des noyaux, annulateur de u, polynéme minimal, critéres de diagonalisabilité

Présentation :

e Dans cette lecon, on souhaite généraliser les propriétés des anneaux classiques, et notamment
celles de Z en ce qui concerne 'arithmétique.

e Dans les anneaux euclidiens, on dispose de 1’algorithme d’Euclide qui permet, une fois trouvé
le PGCD de deux éléments, de remonter pour trouver une relation de Bézout.

e Dans A[X], méme si A n’est pas un corps, on peut tout de méme effectuer la division euclidienne
par un polyndéme a condition que celui-ci ait son coefficient dominant inversible.

e Dans le lemme des noyaux, c’est le fait que K[X] soit principal et donc qu'’il existe une relation
de Bézout entre les polynémes qui permet de faire fonctionner la preuve.

Développements :

e Théoréme chinois + application & 'indicatrice d’Euler
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- Mathématiques pour I'agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p249-283

e C(Critere d’Eisenstein
- Algébre-Probabilités, Gourdon, p62
- Cours d’algébre, Perrin, p51 et 76
- Théorie de Galois, Gozard, pl10

Reéférences :
e [ULM] Anneaux-corps-résultants, Ulmer
e |[BER] Algebre : le grand combat, Berhuy
e [PER] Cours d’algebre, Perrin
e |[ROM]| Mathématiques pour l'agrégation : Algeébre et géométrie, Rombaldi

e [MAN] Algebre linéaire réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné
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