8 Lecon 120 : Anneaux Z/nZ. Applications

I. Le groupe (Z/n’Z,+) |BER] [ROM]

Relation de congruence, structure de groupe, cyclicité, sous-groupes, groupes d’ordre p?, théo-
réme de structure des groupes abéliens finis

II. L’anneau (Z/nZ,+, X)

1. Construction et premiéres propriétés [BER|
Structure d’anneau, cas lorsque n est premier, , diviseurs de
zéros et éléments nilpotents

2. Le groupe des inversibles (Z/nZ)* [ROM]

(Z/nZ)*, éléments inversibles, fonction indicatrice d’Euler,
, théoréme d’Euler, théoréme de Fermat, conditions (Z/nZ)* est
cyclique

III. Applications

1. Systémes de congruences [ROM]

Equations diophantiennes + conditions de résolution, théoréme chinois explicite +
exemple de systéme

2. Corps finis [PER|
Sous corps premier, caractéristique, morphisme de Froebenius, construction de I,
3. Irréductibilité de polynémes [PER|

Critére d’Eisenstein, réduction modulo p, polynémes cyclotomiques,

Présentation :

e Lorsque l'on fait de 'arithmétique dans Z, on s’intéresse rapidement au reste dans la division
euclidienne. Les anneaux 7 /nZ formalisent cette notion et vont obtenir des propriétés remar-
quables, héritées de celle de 7Z.

e Comme tout groupe cyclique est isomorphe a Z/nZ, il suffit d’étudier ce groupe la pour en
déduire des propriétés sur tous les groupes cycliques.

e Le théoréme chinois était utilisé par exemple par les généraux chinois pour compter leurs
troupes. Ils demandaient & leurs soldats de se ranger par groupe de n; personnes et notaient le
reste ry, puis par groupe de ng personnes avec n; Ang =1 et notaient le reste rs.

e Lorsque p est premier, Z/pZ est un corps. Cela va étre utile en théorie des corps car permet
de construire tous les corps finis & partir d'un polynéme a coefficients dans 7/ pZ.

e La réduction modulo p est un outil extrémement efficace, notamment dans les preuves de
théorémes pour montrer 'irréductibilté de polynémes.

Développements :

e Théoréme chinois + application & l'indicatrice d’Euler

- Mathématiques pour 'agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p249-283

e Irréductibilité des polynémes cyclotomiques + degré d’une extension cyclotomique
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- Théorie de Galois, Gozard, p69
- Mathématiques pour I'agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p384
- Cours d’algebre, Perrin, p80

Reéférences :
e [BER] Algebre : le grand combat, Berhuy
e |[ROM]| Mathématiques pour l'agrégation : Algebre et géométrie, Rombaldi

e |[PER] Cours d’algebre, Perrin
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