3 Lecon 103 : Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-
groupes distingués et de groupes quotients. Applications.

I. Conjugaison dans un groupe

1. Action de conjugaison [ULM]| [ROM]

Action par conjugaison, classe de conjugaison, groupe des automorphismes intérieurs,
lien entre Z(G) et classes de conjugaison

2. Sous-groupes distingués [BER|
SGD, exemples, cas du noyau, SL(E), groupe simple

II. Groupes quotients

1. Définition et propriétés [BER]
Classes a gauche, indice, exemple de Z /nZ, sous-groupe d’indice 2, théoréme de Lagrange,
groupe quotient, sous-groupes de G/ H

2. Théorémes d’isomorphisme [BER]| [ULM]

Théoréme de factorisation, les trois théorémes d’isomorphismes, exemples, groupes cycli-
ques

III. Applications

1. Application aux p-groupes [ULM] [IP]

Formule des classes, p-groupe, formule des classes pour un p-groupe, centre d’un p-groupe

2. Groupe symétrique et groupe alterné [BER| [ROM]|

Décomposition en produit de cycles, générateurs de S, conjugaison dans S,, groupe
alterné, générateurs de A,, , Ay est simple, centre
de S,

3. Matrices semblables [ROM]

Matrices semblables, invariants de similitude, contre-exemple, exemple pour les matrices
diagonalisables

Présentation :
e Un sous-groupe est distingué lorsqu’il est stable par conjugaison.

e Pour montrer qu’un sous-groupe est distingué, on peut essayer de l'identifier & un noyau d’un
morphisme de groupes.

e La réciproque du théoréme de Lagrange est fausse, par exemple A4 est d’ordre 12 mais n’a pas
de sous-groupe d’ordre 6. On a une réciproque partielle avec le théoréme de Cauchy.

e La notion de sous-groupe distingué est exactement celle dont on a besoin pour munir G/ H
d’une structure de groupe tel que la projection 7 soit un morphisme de groupes.

e L’idée des groupes quotients est de se ramener a I’étude d’un groupe ot I’'on a regroupé certains
éléments ensemble.

e Le premier théoréme d’isomorphisme est crucial en algébre, il est utilisé de nombreuses fois. Par
exemple en algébre linéaire, il permet de démontrer le théoréme du rang en quelques lignes.



Développements :

e Classification des groupes d’ordre p?

- L’oral a 'agrégation de mathématiques - Une sélection de développements , Isenmann-Pecatte,
pl106

e Sous-groupes distingués de S,
- Algeébre : le grand combat, Berhuy, p215
- Mathématiques pour ’agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p49

Reéférences :
e [ULM] Théorie des Groupes, Ulmer
e |[ROM]| Mathématiques pour l'agrégation : Algeébre et géométrie, Rombaldi
e [BER] Algebre : le grand combat, Berhuy

e [IP] L’oral a 'agrégation de mathématiques - Une sélection de développements , Isenmann-
Pecatte
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