Transformée de Fourier d’'une fraction rationnelle

Théoréme 1. Si P et ) sont deur polyndémes premiers entre eux avec
deg @ > deg P+ 1 et tels que QQ n’admet pas de zéros réels, alors pour t > 0

§ <g> (t)=2ir > Res (eim ggx),w> (1)
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ot Z, = Q-1 ({0}) N {Sz > 0}.

Démonstration. Soit R > 0 et Kp le demi-disque supérieur fermé tel que
tous les zéros de partie imaginaire positive de @) soient dans l'intérieur de
Kp. Les points de Z; sont des poles. D’apreés le théoréme des résidus

/SKR elf® gg; dr = 2iw Z Res (eim gég,w) )
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Soit, en paramétrant le bord de Kg par le demi-cercle yg: 8 — Re' et le
segment [—R, R]
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Nous avons

P, e\ P(R)
/YRet Q(z)dz_/o exp (1tRee> mzReedQ.

Or par hypothése sur le degré, z — ZSE?% reste borné en module, disons par

M > 0. Ainsi
/ eitzp(Z:)dZ‘ §M/
TR Q(z) 0
2 , 3 2Rt
<2M exp(—RtsmH)d0§2M/ exp| ——0 | do
0 0 m

< 2M/ exp (—QRt9> df < @
0 T Rt

exp (itRew) ‘ do < M/7r exp(—Rtsin 0)df
0




Et donc cela permet d’écrire

lim / elt? P(z) dz = 0.
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Il en découle

/R eitwggg dz = 2ir + Res <eit$gg§ : w> :

Le cas t < 0 est analogue en intégrant sur le demi-cercle inférieur

/R ot ggg de =2 Y Res (eim ggg@ .
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