Méthode de Laplace

Nico

En guise d’introduction, je préfere prévenir que vous vous apprétez a assister au
développement d’un monstre. Je doute garder ce développement, mais j’avais envie
de le rédiger!

Comme prérequis, il est attendu de savoir ce résulat bien connu de la gaussienne :

/Re_‘”’2 dr = \/Z (1)
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Connaitre la fonction I', notamment que pour tout x positif : [(z +1) = [ t%e~tdt

0
Ainsi que connaitre le théoreme de convergence dominée et la formule de Taylor-

Young. Bon amusement !

Méthode de Laplace : Soit [a;b] un intervalle de R, f : [a;b] — R une

fonction continue telle que :
1. 3lzg €]a;b] ou f atteint son maximum
2. f est de classe C? sur un voisinnage de xo, et 'on a f”(xq) # 0

On a alors :
b
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En guise d’application, on se propose de généraliser la formule de Stirling sur R

avec cet équivalent simple de la fonction I :

T(z+1) ~ 2z <f)$
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Démonstration. Etape 0 : Prenons un peu de recul...
Tout d’abord, les hypothéses sur f nous donne que f”(z() < 0 puisque f atteint son

maximum en zo . De plus, par (1)

f"(z0)z? . 2
/ eXp( 2 )d =\ o) @
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On comprend alors qu’on va devoir se ramener a étude autour de zy. Par hypothese,

il existe un voisinage de g autour duquel f est C2. Ainsi, pour x — x, puisque
f(z0) =0

F&) = £0) + L0 20)? - o((x — 20)?) )

Etape 1 : Réduire I’étude de la fonction autour d’un voisinage bien choisi

L’allure local de Young nous force a considérer des intervalles plus petits autour de
xo. Montrons que 'on peut ramener ’étude a un intervalle I = [z — 0, zo + ] pour
0 > 0, tant que I C [a; D]

Soit alors un tel 6 > 0

b

/etf(m) dzx = / @) dy + @) dy
[xo—68,z0+4] |z—20|>0

a
Par continuité de f et hypothese 1., p := sup{f(z) : |z — x| > d} < f(xo). Ainsi,
par continuité, il existe € > 0 tel que f > v > p sur [xg —e,z¢ +¢] C I ou v désigne
le min de f sur cet intervalle. On a alors que

/ etf@) gy > (2)/ @) g > 2ce”
[x()—(s,:co-‘r(ﬂ

[a:o—a,xo +5}

Or
/ @ doy < (b—a)et
|z—20|>0

Puisque p < v, on a que

/ @ dr = oo / @) gy | @ (4)
|x—xz0|>8 [x0—6,z0+0]

(1). f atteignant son maximum en o, elle est croissante juste avant de I'atteindre, puis décrois-
sante. On a alors que la dérivée s’annule en xg, est positive avant et négative apres. Donc la dérivée
est décroissante sur un voisinnage de xo. Donc f” est négative sur un voisinnage de xo

(2). par positivité de la fonction exponentielle, 'intervalle étant plus petit, ’aire sous la courbe
est plus petite.

3). et 4
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Etape 2 : Etude local autour de xg
Soit € > 0, par (3), il existe 0 > 0 tel que Va € [xg — &, ¢ + 0] :

f" (o)

> (z — m0)* + B(z)(z — 20)*

f(@) = f(xo) +

Ou [B(z)| < € sur [z — §,20 + 6]. On notera Is(t) = [i)_5.104] etf(®) dr. Alors

I(t) = /[ZO_M()M] exp (t ( Flao) + L ”(2“”’50) (2 — 20)” + B(a)(x — x0)2>> do

On pose u = /t(x — ), on a alors que :

etf(ﬂ»’()) & f”(([,‘o) u + \/£$0
i) == _4 exp (( ) <ﬁ>> u2> du (5)
Js(t)

Etape 3 : Equivalent de Js par TCVD et conclusion

1
On consideére la fonction g(t,u) = exp ((f (2330) + 8 <u—i—\/\fxg)> U2> 1,08 ().

On a que :

"
1. Vu € R, g(t,u) — exp (f (xO)UQ)
t—+o00

1
2. Vu € R, Vt >0, |g(t,u)] < exp ((f (;0) +€) u2> qui est intégrable des
"
lors que € < f(;())

Ainsi, par théoréeme de convergence dominée et (2),

. _ Ju? B 27
Hm Ja(t) = /Rexp (z)d“ =\ (o)

D’ou par (4) et (5) :

b
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Démonstration. Application :



“+00
N(z+1) = / te”t dt
0

_t .
On pose u = , alors :

+oo +oo
Mz+1) = x/ (uz)*e "“du = xm"'l/ e?Inu=u) gy,
0 0

Soit f(u) = Inu — u, vérifons que f vérifie les conditions de la méthode de Laplace.
Déja, f est C? sur R% . : Soit u > 0.
flluy=2-1=2%0r f(u) >0+=1—u>0<+= u<1 Dou f admet un
unique maximum en xg = 1, et f(1) = —1.
fM(u) = —% et f”(1) = —1 # 0. D’ou par la méthode de Laplace :

Tr——+00 x
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!'l'le développement du livre est truffé d’erreurs. C’est donc sympa pour faire la

démo une premiere fois comme ¢a on doit réfléchir, mais a fuir pour l'oral d’agreg...

Recasages

- Lecon 218 : Formules de Taylor. Exemples et applications.

- Lecon 224 : Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonc-
tions.

- Lecon 239 : Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parameétre.

Exemples et applications.
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