Générateurs de SLo(Z) et SLo(Z/nZ)

Nico

Prérequis : Matrices a coefficiens entiers, algorithme d’Euclide

Notations :
1. N un entier plus grand que 2.
2. SLy(Z) ={M € My(Z) : det M =1}

Soient S = (0 _1> et T = (1 1). Alors :
1 0 0 1

1. SLy(Z) est engendré par S et T

2. Soit 'y = {M € SLy(Z) : M = I, (mod N)}, alors
SLy(Z)/Ty ~ SLy(Z/NT).

L’algorithme d’Euclide jouera un réle clef dans la démonstration dans la preuve des
générateurs de SLy(Z) :

Démonstration. Soit G =< 5,1 > le groupe engendré par S et T. On vérifie que
det S =detT =1, D’ou G C SLy(Z). Il nous reste a montrer I'inclusion réciproque.

On étudie dans un premier temps laction naturelle de G sur My(Z). Plus préci-

1 n
sément, pour n € 7Z, on étudie comment agissent S et T" = (0 1) sur M =

b
(a ) € My(Z). On a que :
c d

SN = (—c —bd> ot TM — <a~l—nc b+nd> (1)

a c d

Prenons une telle matrice M dans SLa(Z). Alors 1 = det M = ad — bc. Quitte a
multiplier M par S, on peut supposer que |a| > |c|. En effet, Si |a|] < |¢|, alors la
multiplication par S permute a et ¢ a signe pres.
1. Sie =0, alors ad = 1, ce qui donne que a = d = +1, et alors M = +T° ou
+77%. Un tel élément est dans G car S? = —1I, dou —1I7 € G.



2. Si ¢ # 0, on effectue la division euclidienne de a et par c: a =cq+r, ¢ € Z et

|r| < |c|. Par le calcul de 7" M en (1), on a que :

a—gqc x* T
c * c x
I1 vient que le coefficient en (1,1) est strictement inférieur a celui en (2,1). En mul-

tipliant par .S, On inverse la relation d’ordre. On met alors en place un algorithme :

—_

b
. On considere M = (a d) € My(Z)
c

[\)

. Sia| <lef, M < SM

3. Si ¢ =0, retourner M.

o

. Sinon, on effectue la division euclidienne de a par ¢ : @ = c¢q + r, puis M <«
T79M.

L’algorithme prend fini car des lors que |a| > |c|, on remplace a par un entier en
valeur absolue strictement plus petit que |c|, puis on permute en valeur absolue a et
c. Il se termine des lors que ¢ = 0, qui finit par étre atteint.

Par I’étude du cas ¢ = 0, la matrice retournée appartient a G. L’algorithme nous
donne qu’il existe g € G tel que gM = £T™ pour un certain m € Z. Donc M =
+¢71T™, qui est un élément de G. O

FEtablissons maintenant notre isomorphisme

Démonstration. On on applique la surjection canonique de Z dans Z/nZ a SLs(7Z) :
SLQ(Z) — SLQ(Z/NZ)
m: a b a b
c d c d
Montrons qu’une telle application est surjective. Soient @, b,¢,d € Z/NZ. On consi-
dere leurs représentants dans Z : a, b, ¢,d. Par définition de SL2(Z/NZ) :

ad—bc=1 (mod N)

Autrement dit, par le théoréme de Bézout, pged(d,c) = 1. Il existe alors ¢/, d’ € Z
tels que ||, |d| < N, et modulo N :

c=c, d=d et pged(d,d) = 1.



Ainsi, quitte & renommer c en ¢, et d en d’, on peut supposer que pged ¢, d = 1. Soit
alors k € Z tel que :
ad —bc=1+kN (2)

Puisque pged(c, d) = 1, par le théoreme de Bézout, il existe u,v € Z tels que :
ud —ve = —k (3)
(2) + (2) + N(3) donne que :
d(a — Nu) —c(b— Nv) =1

Notons alors ag = a— Nu et by = ¢(b— Nv). Par construction, il vient que la matrice

b a b
M, = <a0 ;) € SLy(Z), et w(My) = (a d>' D’ou 'application est surjective.

C C
b b
@ = I, (mod N) — (" c
c d c d

() () =

I'y. D’ou Ker(7) = I'y. Ainsi, par le premier théoréme d’isomorphisme :
SLy(Z)/T N ~ SLy(Z/NZ)

O]

Vu que le dév est un peu cours, je propose un bonus qui n’a pas de référence,
mais qui se fait trés bien. Il a le luxe de justifier la place de ce dév dans les lecons

Z/nZ et Anneaux principaux.

[SL2(Z) : T(N)] = |SLs(2/NZ)| = N* [ (1 - Z%)
p|N

Démonstration. La stratégie est de faire appel au lemme chinois en faisant des calculs

pour N = p® d’une part.
1. Cas 1: N = p premier. Alors Z/pZ = TF,, est un corps. On sait que |GLy(F,)| =
p(p* — 1)(p — 1). Et det : G Ly(F,) — F, induit un isomorphisme de groupe

2 _ —
| _ p(p pl_)(lp 1) _ p(p2 o 1) —

GLay(F,)/SLa(F,) ~ F'. Dot |SLy(F,)
P’ —p.

2. Cas 2 N = p*, a > 1. On consideére la surjection canonique :

7wt SLo(Z/p*Z) — SLs(Z/pL)



De noyau Ker(r) = {A € SLy(Z/p“Z) : A=15 (mod p)} = {A =1 +pB:
B € My(Z/p*'7Z), det A=1 (mod p*)}.

D’une part, par un simple argument de comptage, |My(Z/p>*~1)| = plle=b),

D’autre part, pour tout A = Iy + pB : W
det A =1+pTr(B) +p*det B

D’ou :
det A=14pTr(B) (mod p?)

Mais puisque det A = 1 (mod p®), cette proposition est alors équivalente a :

Tr(B) = 0 dans Z/p* 'Z

c d
| Kernr| = p*@~V. D'on :

a b
D’ou si B = < ), a = —d. On a finalement que 3 coefficients a fixés :

1SLo(Z/p°Z)| = p* =V (p® — p)

Qo

3. Cas général : Soit N = p{*...py" sa décomposition en facteurs premiers. Par

le théoreme des restes chinois, on un isomorphisme d’anneau :

T
Z/NZ ~ [ Z/p™Z
=1

D’ou puisque l’application Mn (A1 XAQ) — Mn(Al) XMn(A2)7 (aij, bij)lgi,jgn —>

((asj)1<i,j<n, (bij)1<i j<n) est un isomorphisme, par récurrence, on obtient que :
T
My(Z/NZ) ~ [ Ma(Z/p™ 1)
i=1

Qui induit un isomorphisme de groupe sur SLs(Z/NZ). D’ou finalement :
4 _ 1
SL22/N2)| = [Tp* 06" —p) = NI (1- )
i=1 IN

O

(1). Poser B = (Z Z) et calculer brutalement : det(I> + pB) = (1 + pa)(1 + pc) — p°bd =

1+ p(a +c¢) + p°(ad — be).



Question 1. FEtudier : det : GLa(Z) — Z. Image ? Noyau ? Etablir un isomor-

phisme.

Question 2. Déterminer la complexité de l’algorithme permettant d’écrire un élé-
ment de SLy(Z) comme combinaison de S et T'.
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