Formes de Hankel

Nico

Prérequis : Dualité dans C,,[X], invariance du rang par extension de corps, dé-

terminant de Vandermonde.

Théoréme : Soit P € R[X]. Il existe une forme quadratique réelle de signa-
ture (p, q) telle que le nombre de racines distinctes de P est p+ ¢, et le nombre

de racines réelles distinctes de P est p — q.

Notons n le degré de P, soit 1 <t < n tel que x1,...,x; soient les racines de

t

P, ou les xj, sont de multiplicités my. Soit Vk € N*, S, = Zmzxf, So = n. On
i=1

considere 'application :

Q:C"=C, (Xo,.--. Xn1) = > Sip; XiX;
0<i,j<n—1

Montrons que @ est une forme quadratique sur C", et définit une forme quadratique
QR sur R"™.

Démonstration. (Q définit une forme quadratique sur C" car @ est un polyndéme

homogene de degré 2 sur C. Cela se voit bien si I'on écrit @ de cette maniere :

n—1
Q(Xo,.. ., Xn—1) = SuX7+2 D) Sy XiX;
i—0 0<ij<n—1

Puisque P € R[X], et que les Sy sont des polynémes symétriques en les racines de P,
ils sont réels. On peut aussi le voir de cette maniére : Soit I C {1,...,¢} Pensemble
des indices ot les x; sont réels. {1,...,¢t}\I est réunion disjointe de deux ensembles
de mémes valeurs J et J' de sorte que J contient une moitié des racines complexes

, / . 4
non réelles, et J' leurs conjugués. Alors :

Sk = Zmzxf -+ Z mj (l’? +£U7jk)
icl jeJ ST~
=2Re(z;)



D’ou @ induit une forme quadratique réelle. O

Soit alors ¢y : C* — C la forme linéaire correspondant au polynéme homogene
n—1
de degré 1 suivant : Py(Xo,...,Xp-1) = Z x4 X; et soit (p,q) la signature de Qg.
i=0
Montrons P admet p + q racines distinctes.

Démonstration. Notons (eg,...,en—1) la base canonique de C" et (€] )o<i<n—1 Sa
-1
base duale. On a alors que pour tout k, ¢ = "Z rhel. La matrice de M, +(C) ainsi
obtenue est : =
1 e 1
A I Tt
x711—1 m_;n—l

1 - 1
I Tt
= H(wz ;)
i#j
x’ifl xi 1

Qui est non nul car les z; sont distincts deux a deux. D’ou1 A est de rang ¢. D’ou la

famille (¢;); est libre sur C. Or :

t t n—1
S meor(Xos -, Xnm1) = Y _my [ 2 2V XX + ) 2 XP | = Q(Xo, ..., Xn1)
k=1 k=1 i#j i=0

Ainsi, par réduction de Gauss, le rang de @ est égale a t car les @ sont linéairement
indépendants. La matrice de () dans une base de C" est la méme que celle de Qg
dans une base de R". Par invariance du rang par extension de corps, le rang de
cette matrice est le méme sur R et sur C. Donc @) et Qr ont méme rang. Donc
ptqg=t O

On montre enfin que le nombre de racines réelles distinctes de P est p — q.

Démonstration. Soit k € [1,t]. On s’intéresse dans un premier temps a la signature

sur R” de la forme quadratique ¢3 + @5°.

1. Sixy € R, alors @7 + @2 = 2¢3. Sa signature est de (1,0).



2. Si z1, € C\R, o3 —I—QT% = 2Re(¢r)? — 2Im(p;)?, d’on il s’agit bien d’une forme

quadratique réelle. Et puisque zj ¢ R, xp # Tf, et donc si 'on regarde la

matrice :
1 1
Tk Tk
S Mgm ((C)
xz—l x—knfl

Le mineur extrait des deux premieres lignes vaut T — xx, qui est donc non
nul. D’ou la matrice est de rang 2. D’ou Re(py) et Im(py) sont non colinéaires
sur C. d’ou @% + 52 est de rang 2 dans C. Toujours par invariance du rang
par extension de corps, son rang dans R est aussi de 2. D’ou la signature est

de (1,1)
¢
On sait que ) = Z mkcpz, ol les . sont linéairement indépendants. Il vient que :
k=1

Q=> mror+ > mi(ef +7r°)
kel keJ

Notons ainsi r = |I| le nombre de racines réelles distinctes. Il vient que :

(p,q) = (r,0) + <t;7ﬂ’t;7“> _ <7H2—r7t;r)

Dour=p-—gq. O

En guise d’illustration des formes de Hankel, on peut voir ce qui se passe pour
un polynoémes de degré 2 :
Soit P = aX?4+bX 4¢, a # 0. On a que Sy = 2. Par relation coefficients racines,

b b? b2 —2
S12—76t52:7—25272a0
a a a a
I 9 b b — 2ac _, . , )
Dot Q(X1, X2) = 2X7 — 2-X3Xo + ———X;. On obtient sa réduction de
a a
Gauss en appliquant I’algorithme de Gauss :
LA/ 17 9q 72 4a2"? a? 2 17 9q "2 2a2 2

Notons A := b — 4ac. Par ce qu'on a fait au préalable :
1. Si A >0, Q est de signature (2,0) et donc P admet 2 racines réelles.
2. Si A =0, Q est de signature (1,0) et donc P admet 1 racine réelle de multi-
plicité 2.
3. Si A <0, Q est de signature (1,1) et donc P admet 0 racine réelle.



Question 1. Calculer les sommes de Newton. Montrer le lien avec les polynomes

symétriques élémentaires.

Question 2. Justifier que les polyndémes symétrique en les racines d’un polynéme

réel, sont réels.

Question 3. Calculer le déterminant de Vandermonde.

Question 4. Montrer que les mineurs d’une matrice caractérisent le rang.
Question 5. Montrer que le rang est invariant par extension de corps.

Question 6. Soit un polynome aX?+bX +c réel. Déterminer son nombre de racines

réelles. De méme pour un polynome de degré 3.
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