
9 Leçon 121 : Nombres premiers. Applications.
I. Généralités sur les nombres premiers

1. Définition et propriétés [ROM]

Nombre premier, théorème d'Euclide, lemme d'Euclide, théorème fondamental de l'arith-
métique, valuation p-adique, prop, lien avec le PGCD et PPCM

2. Répartition des nombres premiers [ROM] [GOU]

Infinité des nombres premiers, théorème de Dirichlet faible, théorème de Dirichlet fort,
théorème des nombres premiers

3. Critères de primalité [ROM]

Test avec n
p

, crible d'Erathostène, théorème de Wilson

II. Applications

1. Théorie des groupes [ROM] [ULM]

(Z/nZ)�, indicatrice d'Euler, prop, théorème d'Euler, théorème de Fermat, p-groupe,
formule des classes pour un p-groupe, classification des groupes d'ordre p2, théorème de
Cauchy

2. Corps finis [PER] [GOZ]

Sous-corps premier, caractéristique, morphisme de Frobenius, DEV 1 : existence et uni-
cité des corps finis, Fq� est cyclique

3. Irréductibilité de polynômes [GOZ] [PER]

Contenu, prop sur les polynômes irréductibles, DEV 2 : critère d'Eisenstein, réduction
modulo p, Un

�, polynômes cyclotomiques

Présentation :

� L'idée de départ est de trouver une � décomposition atomique � des nombres entiers. Ces
� atomes � sont les nombres premiers.

� Il existe encore beaucoup de problèmes non-résolus sur les nombres premiers : il n'y a par
exemple aucune formule explicite pour tous les atteindre.

� Les nombres premiers sont par exemple utilisés afin des chiffrer des messages, ils sont à la base
du chiffrement RSA. Cette méthode repose sur le fait qu'il est très difficile (à l'heure actuelle)
de décomposer un très grand nombre en produit de deux nombres premiers.

� Pour trouver le PGCD ou le PPCM de deux nombres, on peut se ramener à étudier leur
décomposition en facteurs premiers.

� Les polynômes cyclotomiques ont leur place dans cette leçon, tout d'abord car le critère d'Eisen-
stein permet de montrer que les �p avec p premier sont irréductibles sur Q, et ensuite car on
se sert à de nombreuses reprises des nombres premiers dans la preuve de leur irréductibilité.

Développements :

� Existence et unicité des corps finis

- Théorie de Galois, Gozard, p85

- Algèbre Tome 4, Szpirglas, p85

� Critère d'Eisenstein
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- Théorie de Galois, Gozard, p10

- Cours d'algèbre, Perrin, p51 et 76
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