Inversion de Fourier dans L!

Nico

Prérequis : Intégrale de Gauss, Principe du prolongement analytique, Transfor-
mée de Fourier dans L', Approximation de I'unité

On admet connue la valeur de I'intégrale de Gauss :

Va > 0, / e dy = \/F (1)
R a

On énonce le résultat principal :
Inversion de Fourier dans L' : Soit f € L'(R,C). Si fe L', alors :

1 o
pour presque tout t € R, f(t) = Gy /R €Z§tf(§)d§

On montrera d’abord le lemme suivant :

Transformée de Fourier de la Gaussienne : Soit a > 0, alors

T e9?(§) = \/ge_ﬁg, VEER

Méthode 1 : (Cool mais pas de réf pour le moment)

Démonstration. Notons g, : 2 — ¢~ qui est C*° bornée sur R. Alors g, € L'(R).

On peut alors définir sa transformée de Fourier :

— _ —ité  —at?
9a(§) —/Re e dt
9(&:t)

Montrons que g, est dérivable sur R. On souhaite appliquer le théoréme de dériva-

bilité sous le signe intégrale :

i) Pour tout £ € R, t — g(&,t) est intégrable sur R



ii) Pour tout t € R, £ — g(&,t) et dérivable sur R et

g(g, t) = —ite e~ Ve € R

iii) , g—g(f , t)‘ < e~ qui est intégrable positive sur R

Ainsi par le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, £ — g—g(f ,-) est intégrable
sur R, g, est dérivable sur R et V€ € R :

94 (&) = / —ite e gt
R

On souhaite réecrire la formule obtenue. On souhaite alors procéder & une intégration

par partie. Soit m,M € R, £ e R :

M
I(m,M) = —i/te_”ée_aﬁdt
m

On pose v/ (t) = te=™ et u(t) = e . Alors v(t) = —%e_‘”@ et u/(t) = —ife ML,
Alors :
1 v 1
I(m, M) = [z ”52 “ﬂ /? —at? gt gy 4>M_)+°° 0— ;@(f)
a

D’ou g, est solution sur R de I'équation différentielle : 3" + Q%y = 0. D’ou dC €
R, V¢ € R,
52

9a(§) = Ce™da

Montrons maintenant le théoréme principal :

Démonstration. Soit € > 0 tel que "¢ = 2a" dans (?7).

Montrons dans un premier temps que le théoréeme est vrai pour le noyau de Gauss
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Par parité de 7, il vient que

Plus généralement, soit f vérifiant les hypothese de I’énoncé, montrons que 7, * f
vérifie le résultat. On concluera ensuite en montrant que 7. est une approximation

de 'unité (noyau de Gauss). Le théoréme de Young nous donne que f * . € L',

o —

fxv. €Ll
Soit £ € R,

—

Fra=9) = [
= [ e fom@ar
R
/ F()72¢® (t)dt par formule de dualité
= [0 [ &€y
@ 271-/ f(&)ve(§ — t)dt par parité de ~,
R

= 27(f *7)(§)

Montrons alors que 7. est une approximation de I'unité

i) %>0Ve>0

Vz-:>0/’yE t)dt = \/ /eedt(l)\/ V2re =1

iii) Soit & > 0, ’Ygtdtfxtq/ / e~ dz TVD,
|t|>6 \ﬂx|>6 =0

Dot ||f * v — fllr - 0. De plus, par linéarité et Riemann-Lebesgue :
E—r

o —

1T+ — Flloe < IIf 572 = £l



Montrons qu’une telle quantité tend vers O :

||fﬁ?—f||1=/R\<fﬁ?—f><a\de

On cherche a appliquer le TCVD :
1. fer.—felLl
2. f*v.— f — 0 presque partout, donc par continuité, de f +— f, f 435\— f—0
presque partout.
8. |f %= fl<IFEI + I <2lfl e !

—

D’ou Hm — flloe — 0. D’olt par passage a la limite dans (3) et théoréme de

Riesz-Fischer : =
pour presque tout £ € R, f(&§) = — f(—¢)
T

Questions de jury ?
Question 1. Enoncer le théoréme de Riesz-Fischer

Question 2. Soient (fp)n € L' NG, f € L' et g € C.
Justifier que si ||fn — fllpn ——— 0 et ||fn — glloo ——— 0. Alors f = g pp
n—-+oo n—-+0o

Question 3. Soit F : (LY, ]| - ||z1) — (€] loo)s f — f. Justifier que F a un
sens, est linéaire et est continue. Montrer de plus qu’elle est injective. Finalement,

interpréter le résultat de ’inversion de Fourier pour F.
Question 4. Montrer que fg = m lorsque ¢ca a un sens
Question 5. Montrer la formule de dualité

Question 6. [El 08] Résoudre l’équation intégrale d’inconnue y :

y(t)dt 1
/]R(fﬂ—t)2+a2 = wrge 0<a<d

Question 7. Montrer que si f, g, f,ﬁ € L', alors ]/c\g = #f?* g

Question 8. On a une égalité presque partout, étudier ’'ensemble sur lequel on a

égalité. Que se passe-t-il si f est supposée continue ¢



Eléments de réponses (pas toutes vérifiées)

Question 1 : Soit 1 < p < 400, Q un ouvert de R. Alors LP(Q) est complet. De
plus, si pour (fn)n € LP(Q), fn ﬁ [, alors il existe une sous suite (f,n))n
qui converge simplement vers f presque partout dans 2.

Question 2 : Par le théoreme de Riesz-Fischer, il existe une sous suite (f,,(,))n tel
que (fy(n))n converge simplement presque partout vers f. De plus, (fon))n
converge uniformément donc simplement vers g. D’ou f = g pp.

Question 3 : Par le théoreme de Riemann-Lebesgue, F a un sens. De plus F est

linéaire par linéarité de l'intégrale, et encore par Riemann Lebesgue :
Ve L [[F(Nllos < Ml

D’ou F est continue. Montrons I'injectivité sans utiliser le résultat sur l'inver-
sion de Fourier :

Soit f € L' telle que f = 0. Alors [, e~ f(z)dx = 0 Vt € R.

Alors pour tout € > 0, pour tout t € R :

1 512 : _
—/ ez e f(x)de =
2 JRr
1 o2

e 2 par (77):
Joe par (77)

D’ou par formule de dualité, pour . : z +—

/R%(t—l’) dﬂf——>/f

e—0

Par approximation de I'unité. D’ou par identification :
f=0pp

O
Via l'inversion de Fourier, le résultat est immédiat. Si f: 0, alors f = ]? =0
pPp
Question 4 : Si f,g € L' :

/ _”g/f g(t — x)dzdt (%)

Puisque f,g € L', on peut appliquer le théoréme de Fubini :

= [ 1@) [ e gtt—ayitae T [ (o) [ e gg)dyr = Flg(6)
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Question 5 : Soit f,g € L'. alors par inégalité de Holder, f§ € L', fg € L'. De
plus :

[ F@g@de = [ o) [ e fitde ()
Puisque f,g € L', on peut appliquer le théoréme de Fubini :
()= [ 1) [ gty dadt = [ fo)a(00a

Question 6 : ...

Question 7 : Soit £ € R,

Fa© = [ e rwgltydt )

Par inversion de Fourier :

()= 5= [ et [ egarudt = o [ 10) [ D) dud

D’ou par Fubini (f,g € L) :

()= 5= [3@) [ e p0drds = o [ gfie - ade = 53+ (©)
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