Déterminant circulant et application
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1) Soit A = ) ) . Posons P(X) =3, arX".
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Alors det(A) = H?:l P(wj) avec w = 62::

2) Soit P un polygone du plan complexe a n cotés. Notons (z1,..2,) € C" les
affixes des sommets de P. On définit alors pas récurrence une suite de polygones
(Px)r avec Py = P et ou les sommets de P41 sont les milieux des arrétes de
Py.. Alors (Py)y, converge vers I'isobarycentre de P.
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=Vie [1,n],z; = A"z,
= \el,
Donc Sp(J) C U,,.

1
Wk
Réciproquement, pour k € [0,n — 1], en posant e; = . non nul on
w(n;l)k
a Je, = whey,
Ainsi, ey, est un vecteur propre de J associé a la valeur propre w® et donc
Sp(J) = U,,.

Ainsi, J posséde n valeurs propres distinctes et donc J est diagonalisable et
il existe P € GL,(C) telle que J = PDP~! (avec D = diagl,w,--- ,w" 1)
On a donc A = Y770 apJ* = P(X}—y axDF) P!

Donc, det(A) = det(37—0 apD*) = [112) Sor—s apw™ = 112, P(w?)

2) Soient P un polygone du plan complexe dont les sommets sont notés
21, , 2n €t a,b €]0; 1] tels que a + b = 1.

On définit par récurrence la suite (Py)gen par Py = P et Pyy1 = Bop(P) le
polygone (z})ic[o,n] avec z; = az; + bziy1.

¢ (Relation de récurrence)
(k)

21
Pour k € N, on représente le polygone P}, par le vecteur Z;, = :
e
ZYH_U azgk) + bzék)
On a alors la relation Vk € N, Zp 11 = : = :
L) az®) 4 b0
a b 0
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On a alors par récurrence Vk € N, 7, = C(]f,bZo avec Cop = | o
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e (Convergence de (C¥ ;)
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point précédent.

La matrice Cy ; est donc diagonalisable (car x¢, , est scindé a racines simples)
et il existe P € GL,,(C) telle que Cyp, = PDP~! avec D = diag(Xo, -+ , An—1)-
Or, pour tout j € [1,n — 1], on a

A2 = la+bwi|? = (a+bcos(%))2+bzsm2(%) = a2+b2+2abcos(%) =

9 2my 2
(@ +0)° —2ab+ 2abcos(ZL*) =1 — 2\(19_/(1 — 005(7)) < 1.
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On a donc \g = a+b =1 et pour tout j € [1,n — 1], |\;|* — 0. La suite
(D*) converge donc vers la matrice D> = diag(1,0, ...,0) et par continuité du
produit, on a C¥, — PD>* P~

Ainsi, la suite (Zy)s converge vers Z € C™ et on a également Z = Cy 2,
donc Z € Ker(Cop — I,) = E1(Cap)

Or C, posséde n valeurs propres distinctes et donc E1(Cyp) est de dimen-

1 «

sion 1 et puisque e = | 1 | € E1(C, ) il existe a € C tel que Z = ae =

1 o
Finalement, la suite (Py); converge vers le point d’affixe «.

e (Convergence vers 'isobarycentre)
Pour k € N, on note Gy, I'isobarycentre de Pj. On a alors (modulo n) :

k+1 k k / k
Gt = 230 2 = 150 azP 40" = (a4 0)E X0, 2 = G
Donc la suite (G)x est constante et donc converge vers Gg € C. Enfin, par
continuité du passage a l'isobarycentre, on a (G )y qui converge vers « (P, — «
donc par passage a l'isobarycentre Gy, — «).

Finalement, la suite (Py); converge vers 'isobarycentre de P.



