214 : Théoréme d’inversion locale, théoréme des fonctions
implicites. Illustration en analyse et géométrie

1 Calcul différentiel

1.1 Difféomorphismes

Définition 1. SoitU etV deux ouverts de R™. On dit qu’une application f: U — V
est un difféomorphisme de U sur V si elle est bijective de bijection réciproque diffé-
rentiable. Si de plus f et son inverse sont de classe C', c’est un C'-difféomorphisme.

Proposition 2. Un difféomorphisme de classe C' est un C'-difféomorphisme.

= 7r[su?"R.

Exemple 3. L’application tangente est un C'-difféomorphisme de ]—5, 5
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Exemple 4. L’application z — 2% est un Cl-difféomorphisme de {$(z) > 0} sur

C\R;.
Proposition 5. Un difféomorphisme est un homéomorphisme.
Exemple 6. Un homéomorphisme n’est pas nécessairement un difféomorphisme

comme le montre t — 3 qui est un C'-diffé¢omorphisme sur R mais dont la ré-
ciproque n’est pas dérivable en 0.

1.2 Inversion locale

Théoréme 7. Soit (X, d) un espace métriqgue complet et ¢: X — X une application
contractante. Il existe un unique point fize x vérifiant ¢(z) = x.

Développement 1

Théoréme 8. Soit f: U — R"™ une application de classe C' sur un ouvert
U de R™ et a dans U tel que d, f soit un isomorphisme. Alors il existe V un
voisinage ouvert de a et W un voisinage ouvert de f(a) tels que fy, : V — W
soit un Ct-difféeomorphisme.

De plus, la différentielle de f~ au point y = f(x) de W est donnée par

D(f7')(y) = (Df(2)) "

Exemple 9. Définissons sur R? Uapplication f: (r,0) — (rcos@,rsin6). L appli-
cation f est différentiable et Df(r,0) = r. En tout point (xq,yo) de R? non nul, f
est inversible d’inverse local g: (x,y) — («/m2 + y2, arctan %) Cela correspond au

passage d’un repére cartésien vers un repére polaire.

Lemme 10. Soit f: R®™ — R de classe C* avec f(0) = 0. Il existe (g;)1<i<n des
fonctions de classe C* telles que pour tout x,

fz) = Z :9i(x).
i=1

Lemme 11. Si de plus dof = 0, il existe (hij)1<i,j<n de classe C* telles que

f($> = Z .’Ei.%‘jhij(.’lf).

ij=1

Développement 2

Théoréme 12 (Lemme de Morse). Soit f: R" — R de classe C* avec
f(0) = 0 et dof = 0 telle que dif soit inversible. Alors il existe un C*-
difféomorphisme ¢: R™ — R™ tel que sur un voisinage de 0,

f@) =Y i) = Y, i)
i=1

i=p+1

1.3 Fonctions implicites

Définition 13. Ecrivons R® = R™ x --- x R™. Soit f: U — RP une application
différentiable sur un ouvert de R™. La k-éme différentielle partielle de f en un point
a de U est la différentielle en a,, de Uapplication f omy, ot m est définie de R™*
dans R"™ par mp: T = (Gnys -y Qny s Thy Gngyy s - - - An, ). On note alors

Dy f(a) = D(f o mi)(ax).

Théoréme 14. Soit f: U — RP une application de classe C' sur un ouvert U de
R™*™. Supposons qu’en un point (a,b) de U l'on ait f(a,b) = 0 et que Daf(a,b)
soit un isomorphisme. Alors il existe V un voisinage de a et W un voisinage de b et
une application unique ¢: V — W telle que pour tous (x,y) de R™*", ¢ jouit de la
propriété

(2,9) €V et f(z,y) =0 zeW e f(z,6(x)) = 0. (1)

De plus, la différentielle de ¢ vérifie pour tout x de V
Dé(z) = — (Dof (z,(«))) " o Dif(z, $(x))-

Remarque 15. La conclusion du théoréeme peut aussi s’écrire

FHHO) AV = {(z, é(x)) | 2 € W}.

(2)

2 Variétés différentielles

2.1 Sous-variétés

Définition 16. Une partie M de R" est une sous-variété de dimension d et de
classe C* s7il existe F un sous-espace de dimension d et si tout point m de M admet
un voisinage ouvert U tel qu’il existe un C*-difféomorphisme ¢: U — ¢(U) vérifiant

pUNM)=UnF.



Exemple 17. Le cercle unité S' est une sous-variété de dimension 1 de R? en
(arctan%, Va?+y? — 1).

Définition 18. Une partie M de R"™ est une sous-variété de dimension d et de
classe C* si tout point m de M admet un voisinage ouvert U tel qu’il existe des
fonctions réelles (f;)1<i<n_a de classe C* sur U vérifiant :

1.

considérant ¢: (x,y) —

n—d
uﬁM:ﬂﬂ*mn

2. La famille (D f;(x))1<i<n—da est libre quelque soit x dans U.

Exemple 19. L’ensemble M = {(m,y,z) eR?|y=

de dimension 1.

Définition 20. Une partie M de R"™ est une sous-variété de dimension d et de
classe C* si tout point m de M admet un voisinage ouvert U tel qu’il existe une
application f: U — R de classe C* vérifiant :

1. La différentielle D f(x) est surjective quelque soit x dans U.

2. Pour un certain y de R""4 l'on a M nU = f~1({y}).

Exemple 21. Le groupe orthogonal O,(R) est une sous-variété de dimension

n(n—1)
—5 -

Théoréme 22. Les définitions et[20 sont équivalentes.

2.2 Espace tangent

Définition 23. Un vecteur v de R™ est tangent en un point m a une variété M s’il
existe un intervalle ouvert I contenant 0 et une application dériwable v: I — M™
vérifiant v(0) = m et v/ (0) = v. L’ensemble des vecteurs tangents en m & M s’appelle
I’espace tangent en m a M et est noté T,, M.

Théoréme 24.
que M.

L’espace tangent T,, M est un espace vectoriel de méme dimension

Théoréme 25. Selon la définition [I8, l’espace tangent est donnée par

n—d
T,,M = (] Dfi(m
i=1

Théoréme 26. Selon la définition [20, l'espace tangent est donnée par

T,,M = ker Dg(m).

Définition 27. Une application f: M — N entre variétés est de classe C* en un
point m de M s’il existe un voisinage ouvert U de m et une application f U— f( )

telle que f\MmM = fL{mM-

0,z= O} est une sous-variété

Proposition 28. Avec les mémes notations, Df(m) est une application de T,, M
dans Ty N et sa restriction a T,, M ne dépend pas du choix de f.

Définition 29. La restriction de Df(m) a Ty M est alors notée Ty, f: TrnM —
TrmyN, c’est Iapplication linéaire tangente a f en m.

Théoréme 30. Soit f: M — N et g: N — P deux applications de classe C* entre
variétés de classe C*. Alors go f est de classe C* et Ty, (go f) = Trmyg o Tinf-

2.3 Extremas

Définition 31. Une application f: A — R définie sur une partie A de R™ admet
un minimum local en a dans A s’il existe un voisinage ouvert U de a tel que pour
tout x deld N A, f(a) < f(z).

Théoréme 32. Pour qu’une application différentiable f: A — R présente un ex-
tremum local en un point a intérieur A, il faut que D f(a) = 0.

Exemple 33. La condition est nécessaire mais pas suffisante comme le montre
t— 3 qui n’admet pas d’extremum local mais est de dérivée nulle en 0.

Définition 34. Une application f: U — R définie sur un ouwvert U intersectant une
variété M présente un extremum lié en un point m de U N M si fy~p présente un
extremum local en m.

Théoréme 35. Avec les mémes notations, pour que [ présente un extremum lié
en m sur la sous-variété M, il faut que la restriction de D f(m) a Uespace tangent
T, M soit nulle.

Lemme 36. Soit a et (b;)1<i<a des formes linéaires sur R™ telles que la famille
(b;)1<i<a soit libre et pour tout indice i, kerb; < kera. Alors a est combinaison
linéaire des b;.

Théoréme 37. Soit (g;)1<i<n_da des applications de classe C' définies sur un ouvert
U de R™ a valeurs dans R dont les différentielles sont linéairement indépendantes
en chaque point de U. Notons également

M= ﬂgz

Alors M est une sous-variété de dimension d de classe C' et pour qu’une application
différentiable f: U — R présente un extremum li€ en m de U sur M, il faut qu’il
existe des constantes (\;)1<i<n—a telles que

n—d
= > \iDgi(m
1=1

Exemple 38. Un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien de dimension
finie admet une valeur propre réelle.

({0})-

(3)
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