AVERTISSEMENT : Il y a peut-étre des erreurs et/ou coquilles dans ce que j’ai écrit,

gardez un esprit critique.

1 Introduction

Pour n € N*, P(n) : Soit p1, p2, ..., pn > 2 des entiers naturels sans diviseurs carrés et

premiers entre eux. On note Q,, = Q(\/p1, /P2, ---, /Pn) (et par convention Qy = Q).
Alors on a :

i)(1, \/pn) est une Q,_1 base de Q.
ii)[Q, : Q] = 2™

2 Développement

Théoréme 1 Vn € N*, P(n) est vraie.
De plus, une Q base de Qy, est ([Licr v/Pi)icqu,...n}-

3 Preuve

Initialisation : n = 1 On va montrer (1,,/p1) est libre sur Q. Soit a,b € Q, tel que
a+by/pr=0.8ib#0,alors \/p; = 3* € Q. Ainsi /p1 € Q donc \/Ezgoflp,qENet
pgcd(p,q) = 1.

Alors en mettant 1’égalité au carré on obtient que ¢?p; = p? donc ¢? | p? comme pged(p, q) =
1, ¢ = 1, donc p; = p?, absurde car p; est sans diviseurs carrés.

D’ott b = 0, puis a = 0, ainsi (1,,/pr) est libre sur Q. Donc on a [Q; : Q] > 2 et comme
X? — p; € Q[X] annule VvP1, [Q1 : Q] < 2. On conclut 'initialisation : [Q; : Q] = 2 et
(1,\/p1) est une Q base de Q; en tant que famille libre a deux éléments.

Hérédité : Soit n € N*, on suppose P(k) vraie pour k € {1,2,...,n}. Montrons que
P(n+ 1) est vraie.

Soit p1,p2, ..., Pn+1 > 2 des entiers naturels sans diviseurs carrés et premiers entre eux.
On va montrer (1,/pn11) est une famille de @41, libre sur Q,,.

Soit a,b € Qu, tel que a + by/pp+1 = 0. Si b # 0, alors \/ppr1 € Qx dont (1, /pn)
est une Q,_1. Ainsi 3(c,d) € Q2 tel que /poi1 = ¢+ dy/Pn. En élevant au carré, p,y1 =
——

€Qn
c? =+ d2pn+1 +20d\/pn-

€Qn
Donc 2c¢d./p, € Q. Alors c¢d = OD Deux cas se présentent alors :

1. En effet si cd # 0, alors /pn € Qn.
Donc Qn—1 = Qn_1(y/Prn) = Qn, absurde car [Q, : Qn—1] =2



ou bien ¢ = 0: \/pri1 = d\/pp donc \/ppi1pn = dpn € Q1 Donc Q1 = Qu1(\/Pry1Pn) =
Q(\/P1s /D2, -y \/Dn—15 /Pnt1Pn). Alors, en appliquant une premiére fois P(n) avec les
nombres pi, ..., Pp—1, PnPn+1 On obtient que [Q,—1 : Q] = 2. Or par définition Q,_1 =

Q(\/P1, /P2, s n/Pn—1) donc en appliquant une seconde fois P(n) avec les nombres p, ..., pn—1
on obtient que [Q,_1 : Q] = 2"~!... absurde.

Méme raisonnement si d = 0, \/ppr1 = ¢ € Qu_1. Donc Q1 = Qu1(\/Pny1) =
Q(/P1, /D2 -++s \/Pn—1, \/Pnt1)- Alors, en appliquant une premiére fois P(n) avec les nombres
D1, s Pn—1, Pn+1 00 obtient que [Q, 1 : Q] = 2". Or par définition Q,—1 = Q(y/p1, /P2, -+, /Prn—1)
donc en appliquant une seconde fois P(n) avec les nombres pi,...,p,—1 on obtient que
[Q,_1: Q] = 2""L... absurde.

Donc finalement, b = 0 puis a = 0. (1, {/pn+1) est une famille de @41, libre sur Q.
Ainsi [Q,41 : Q] > 2. Puis comme X2 — p; € Q,[X] annule /pri1, [Qui1: Qn) < 2.

En clair, [Qn+1 : Q] = 2. Ensuite en utilisant la récurrence forte et le théoreme de la

base télescopique on en déduit que : [Qn11 @ Qu]= [Qni1 : Qx] X ... X [Qpy1 : Qo] = 27F1.
Ce qui conclut que I’hérédité.

Enfin pour déduire une base QQ,, sur Q, on se sert du théoréme de la base télescopique
qui nous dit que pour obtenir une base du grand corps sur le petit corps dans notre tour
d’extensions , il suffit de multiplier les bases des extensions intermédiaires dans la tour
d’extensions.

Les bases intermédiaires étant : (1,/pn), (1,\/Pn—1), ---, (1,4/P1) , on obtient bien la
base annoncée : (H VDi)ic{i,..n}-

el

——
=X7

4 Et en vrai a oral ca donne quoi?

N’hésitez pas a aller voir ma vidéo youtube ou j’ai présenté ce dév en mode entraine-
ment pour l'oral, ensuite accompagné de questions de Phillipe Caldero.ﬂ
https://www.youtube.com /watch?v=Si9TeN9caT4

2. Et n’oubliez pas de partager,de liker et de commenter, svp


https://www.youtube.com/watch?v=Si9TeN9caT4

5 Bonus et goodies en tous genres pour satisfaire les goftts
de chacun.

El

Dans toute la suite on prend pour p; les nombres premiers (rangés dans l'ordre crois-

sant) qui vérifient les hypotheéses du théoréme.

5.1 Un exemple d’extension algébrique mais qui n’est pas de dimension
finie

On considere le corps F = (Jo2, @nﬂ

AlorsVn > 0,[F: Q] > [Q, : Q] = 2", car Vn > 0,Q,, est un sev de F. D’otu [F : Q] = oc.
Mais comme Vn > 0,Q,, : Q est algébrique sur Q on montre immédiatement que F : Q est

algébrique sur Q.

F fournit un contre exemple pour réfuter la réciproque de la proposition selon laquelle

toute extension finie est algébrique.[’]

a. La clotiire algébrique de Q est aussi un contre exemple.

5.2 Une somme irrationnelle

Soit s > 2.

On va montrer que Y 7_, VE ¢ Q'

ZZZQ \/E = le(:2,k carré parfait \/E + Zi:Q,k non carré parfait \/E

Le premier terme est rationnel car c¢’est une somme d’entiers. Ainsi pour montrer ce

que 'on veut, on va montrer que la seconde somme n’est pas dans Q. Notons la T’

Soit k € {1,2,..., s} un non carré parfait. On écrit sa décomposition en nombres pre-
miers, k = Hi\;o p;t. Pour tout i € {1,2,..., N}, on effectue la division euclidienne de q;

par 2. Ainsi a; = 2q; + €;, avec ¢; € {0,1}.
N
Ainsik = (] p?)* TS 0§ [f| ot VE = v x [] vpion I ={1 <i< N /e =1} € P(N).

1=0 iEIk
—— ———
::72 :XIk

3. En mettre en application dans des plans d’agreg par exemple.

4. T est un corps en tant qu’union de corps CROISSANTS.

5. Le résultat parait quand méme trés intuitif, j’ai donc essayer de le montrer avec des moyens « élé-
mentaires » sans passer par des arguments de théorie des corps. Je n’ai pas abouti. Si vous pensez avoir
une solution, ca m’interesse! Envoyer moi un mail a : jouve.adam@gmail.com

6. v €Q



Ainsi T = 3759k non carré parfait YkX1,- On regroupe les termes de cette somme ol

les Xy, sont égaux. D’ou il existe H une sous partie de P(N) et des f; € Q, tels
que T = > jcy BrXr.

Si par 'absurde T' € Q. Alors T' = ¢ = ¢Xp. Et donc; T — ¢Xy = 0, c’est a dire
S ien BrXr — qXy = 0. La famille (X;)7enp U Xy est libre sur Q car c’est une famille
extraite de la base (X7)7ep(nt1) de Qn. Donc By = ¢ = 0.

Ainsi T'= 0 or c¢’est ABSURDE car il existe des non carrés entre 2 et s. (2 est un non

carré parfait par exemple).

Finalement T ¢ Q, donc Y5_, vk ¢ Q.

5.3 Théorie des corps et un peu de théorie de Galois.
[

On va montrer que Q,,/Q est une extension galoisienne.

Premiérement Q est un corps parfait (car de caractéristique 0) et Q,,/Q est une exten-
sion algébrique, donc Q,,/Q est une extension séparable.
Secondement, le polynéme minimal des /p; sur Q, noté Irrg(,/p;), est égal a X 2 _pi.
En posant le polynéme f = [[i; Irrg(y/pi) € Q[X], on remarque que Q,, est le corps de
—

=X2—p;
décomposition de f sur Q.

Q,,/Q est donc d’une extension normale.

Ainsi Q,/Q est une extension galoisienne de degré fini.
Quel est son groupe de Galois? G := Gal(Q,/Q) ~?

Déja, a titre d’information, comme ’extension est galoisienne, |G| = [Q,, : Q] = 2™.

Soit 0 € G, pour i € {1,...,n}, 0(\/]97)2 = o(p;) = pi- Donc on en déduit que tout
éléments de G, est d’ordre 2 (ou 1 pour lidentité).A isomorphisme pres, il n’existe que
une seul groupe d’ordre 2™ dont tous les éléments sont d’ordre 2 (sauf I'identité) : c’est le
groupe additif (Z/2Z)".[f]

7. ATTENTION, si vous parlez de théorie de Galois le jour de I'agreg, c’est & vos risques et périls! Je
le mentionne ici car j’aime bien ¢a, mais je ne pense pas que je 'aurais évoqué de moi méme un jour d’oral
d’agreg.

8. savez vous le justifier 7 moi voila ce que j’aurais dit : comme tous les éléments sont d’ordre 2, on
peut voir G comme un Fo = (Z/27Z) espace vectoriel. C’est un espace vectoriel de dimension fini car G est
fini. D’apres la théorie de I’algebre linéaire , cet espace G est isomorphe linéairement & un (Z/2Z)") qui est
aussi un isomorphisme de groupe. En aussi en évoquant 1’égalité des cardinaux (un iso c’est en particulier
une bijection) on a en particulier 27 = 2" donc p =n



G = Gal(Q,/Q) ~ (Z/2Z)"

5.3.1 Un élément primitf?

Q,,/Q est une extension séparable et de degré fini, donc d’apres le théoréme de 1'é1é-
ment primitif on récupere que I'extension est monogene. question : peut-on trouver un a
explicite 7

Réponse : oui!

On pose a = >21L 1 /i

Soit o € Gal(Q,/Q) tel que o(a) = a.
Comme expliqué précédemment o(,/p;) = /pi.

Comme o(a) = a, Y i1 £/Pi = Y i—1 /Pi- D’ou o(\/pi) = /Pi-
Donc H := {g € Gal(Q,/Q)/g(a) = a} = Gal(Q,/Q(a)). Et comme Q,,/Q) est galoi-
sienne donc Q,/Q(a)) aussi , d’'out Q = Q(a).
Ui = {9 € Gal(Q,/Q)/g9(\/Pi) = /Pi} = Gal(Q,/Q(\/P:)), par les mémes arguments
évoqués juste avant, QUi = Q(/pi)-

OrH C U; donc QY C Qff clest a dire Q(/p;) € Q(a).

Ainsi Q,, C Q(a). Et l'inclusion réciproque est claire, a est la somme des /p;. D’ou :

Q(v/P1; /P25 -+, v/Pr) = QUYPL + VP2 + - + /Pn)-

6 Référence

On peut trouver le dév (pas rédigé comme ¢a) dans le livre Algebre linéaire de Michel

Cognet.
Le passage sur la théorie de Galois vient de :https ://math.stackexchange.com/

7 Mes recasages

-125 Extensions de Corps -148 Dimension d’un espace vectoriel -127 Nombres remar-

quables (mais pour la 127 c’est sans doute abusé).
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