3.5 Théoréme de Fejér

Référence :

— Xavier Gourdon : Les maths en téte - ANALYSE, pages 306-307
Couplé avec les legons : 209, 241, 246

Théoréme :

Soit f : R — C une fonction continue 27-périodique.
Alors sa série de Fourier converge uniformément en moyenne de Césaro vers f,
n

1 ¢ ,

Autrement dit, en posant S, = Z c(fley et Cp=—— Z Si oleg:xzeR— e*” e Cetcy(f), le
k=—n n+l k=0

k-ieme coefficient de Fourier de f, alors la suite de fonctions (C,,),, converge uniformément vers f sur R.

Preuve :

Pour tout n € N, on définit les fonctions :
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k=—n
Remarquons que pour tout n € N et pour tout x € R, on a :
Sp(z) = 1 Zn: ) f(t)e_iktdt etk
" 27 v \Jor
=if W S o) a= 17 e
2 J_, i 2 J_, "
Par suite, on a :
@) = o= [ s0Cua—tyar= = [ —fa—wCwd
"x_27r_ﬂ 'n(x _27T7:+7r x—u)Cp(u) du
- L e wliwdi= = 7 fe— G
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Montrons que pour tout n € N, on a 2—f Cp(t)dt = 1.
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Pour tout k € Z*, on a Q—J eFdt =0 et eVdt =1.
™
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On aboutit & :

us

1 ~ 1 (" - 1 Sl (7

Soit € > 0.
La fonction f est continue et 2m-périodique, elle est donc uniformément continue sur R, on a alors un « €]0; [ tel
que :

V(z,y) eR?, |z —y| <a=|f(x) — f(y)| <e¢

Soit M un majorant de |f| sur R, on a pour tous t e Ret ne N :

|f(z) — Cnl ;ﬁf flx dt——f fla—1)C (t)dt‘
= ;T<L<M$jfu)—f@—¢DOAﬂdt+-fi(ﬂxy—ﬂx—t»é()do
1

N

~ 1 re N
M@Wﬁ+%fa

C’n(t)‘ dt + ¢

27 a<|t|<nw
M

™ a<|t|<m

N

On verra que C, (t) est un réel positif. On est ramenés a étudier le comportement de (C‘n)neN.
Montrons que pour tout 3 €]0, 7|, (C’n)neN converge uniformément vers 0 sur [—m, 7]\[-3, (] :

Pour ce faire, on commence par calculer S,, pour tout n € N (notons qu’il s’agit du noyau de Dirichlet).
Soit z € R\27Z, on a :

~ e €27V 1 sin((n+ 3)z)

VneN, Sy(r)=e"" } = -
e (@) =e er —1 sin (§)
n ) . (n+1)iz __ et 1)i 3 1)
OI', pour tout n € N’ Z e(k+%)”; = 6_15 ; = e( +21) w
er —1 sin (5)

k=0
On en déduit, en prenant la partie imaginaire, que :

n n+1 2
vneN, Y sin ((k + 1)33) _ Sm(if)
= 2 sm( )

2

d’olr :

Vn e N, C

sin (%)

2
Z": B sin ((n + 1)%)
= Cn+1 in (£
On trouve donc, pour 0 < 8 < m,

1

VneN,Vx e [-m, n],|z| > B, _—
. 2(p
(n+ 1)sin (5)

C’n(:c)‘ <
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Ce qui montre la convergence uniforme de (én) § Vers 0 sur [—m, 7|\[-13, 8] pour tout 3 €]0, x[.
ne

En prenant 8 = «, il existe N € N tel que pour tout n > N :

On trouve donc, pour tous z e Ret n > N :

M
@) ) < Yee
D’ou la convergence uniforme de (Cy,),, vers f sur R. o
Remarque :

On reconnait le noyau de Dirichlet S, et le noyau de Fejér C,.
On utilise ici les notations utilisées dans le Gourdon, mais tradionnellemment on note plutét le noyau de Dirichlet

L sin((n + 1))

Dn(@) = Z e = sin(x/2)

k=—n

Et le noyau de Fejér

o) = — <Sin<<n+1>x/2>>2

n+1 sin(x/2)
Il est également recommandé pour ce développement de connaitre la définition de noyau, d’approximation de 'unité

ainsi que quelques propriétés sur les deux noyaux utilisés ici (leur type de convergence etc).
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