
3.5 Théorème de Fejér

Référence :

— Xavier Gourdon : Les maths en tête - ANALYSE, pages 306-307

Couplé avec les leçons : 209, 241, 246

Théorème :

Soit f : R ÝÑ C une fonction continue 2π-périodique.

Alors sa série de Fourier converge uniformément en moyenne de Césaro vers f ,

Autrement dit, en posant Sn “

n
ÿ

k“´n

ckpfqek et Cn “
1

n` 1

n
ÿ

k“0

Sk où ek : x P R ÞÝÑ eikx P C et ckpfq, le

k-ième coefficient de Fourier de f , alors la suite de fonctions pCnqn converge uniformément vers f sur R.

Preuve :

Pour tout n P N, on définit les fonctions :

S̃n :

$

’

&

’

%

R ÝÑ C

x ÞÝÑ

n
ÿ

k“´n

eikx
; C̃n “

1

n` 1

n
ÿ

k“0

S̃k

Remarquons que pour tout n P N et pour tout x P R, on a :

Snpxq “
1

2π

n
ÿ

k“´n

ˆ
ż π

´π

fptqe´ikt dt

˙

eikx

“
1

2π

ż π

´π

fptq

˜

n
ÿ

k“´n

eikpx´tq

¸

dt “
1

2π

ż π

´π

fptqS̃npx´ tq dt

Par suite, on a :

Cnpxq “
1

2π

ż π

´π

fptqC̃npx´ tq dt “
1

2π

ż x´π

x`π

´fpx´ uqC̃npuq du

“
1

2π

ż x`π

x´π

fpx´ uqC̃npuq du “
1

2π

ż π

´π

fpx´ uqC̃npuq du

Montrons que pour tout n P N, on a
1

2π

ż π

´π

C̃nptq dt “ 1.

Pour tout k P Z˚, on a
1

2π

ż π

´π

eikt dt “ 0 et
1

2π

ż π

´π

e0 dt “ 1.
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On aboutit à :

@n P N,
1

2π

ż π

´π

S̃nptq dt “ 1 et
1

2π

ż π

´π

C̃nptq dt “
1

n` 1

˜

n
ÿ

k“0

1

2π

ż π

´π

S̃kptq dt

¸

“ 1

Soit ε ą 0.

La fonction f est continue et 2π-périodique, elle est donc uniformément continue sur R, on a alors un α Ps0;πr tel

que :

@px, yq P R2, |x´ y| ă α ùñ |fpxq ´ fpyq| ă ε

Soit M un majorant de |f | sur R, on a pour tous x P R et n P N :

|fpxq ´ Cnpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż π

´π

fpxq C̃nptq dt ´
1

2π

ż π

´π

fpx´ tqC̃nptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

˜

ż

αď|t|ďπ

pfpxq ´ fpx´ tqq C̃nptq dt `

ż α

´α

pfpxq ´ fpx´ tqq C̃nptq dt

¸ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2π

ż

αď|t|ďπ

2M
ˇ

ˇ

ˇ
C̃nptq

ˇ

ˇ

ˇ
dt `

1

2π

ż α

´α

ε
ˇ

ˇ

ˇ
C̃nptq

ˇ

ˇ

ˇ
dt

ď
M

π

ż

αď|t|ďπ

ˇ

ˇ

ˇ
C̃nptq

ˇ

ˇ

ˇ
dt ` ε

On verra que C̃nptq est un réel positif. On est ramenés à étudier le comportement de pC̃nqnPN.

Montrons que pour tout β Ps0, πr, pC̃nqnPN converge uniformément vers 0 sur r´π, πszr´β, βs :

Pour ce faire, on commence par calculer S̃n pour tout n P N (notons qu’il s’agit du noyau de Dirichlet).

Soit x P Rz2πZ, on a :

@n P N, S̃npxq “ e´inx e
p2n`1qix ´ 1

eix ´ 1
“

sin ppn` 1
2 qxq

sin px
2 q

Or, pour tout n P N,
n

ÿ

k“0

epk` 1
2 qix “ e´i x

2
epn`1qix ´ 1

eix ´ 1
“ e

pn`1qix
2

ˆ

sin ppn` 1qx
2 q

sin px
2 q

˙

On en déduit, en prenant la partie imaginaire, que :

@n P N,
n

ÿ

k“0

sin

ˆ

pk `
1

2
qx

˙

“
sin

`

n`1
2 x

˘2

sin
`

x
2

˘

d’où :

@n P N, C̃npxq “
1

n` 1

n
ÿ

k“0

S̃kpxq “
1

n` 1

˜

sin
`

pn` 1qx
2

˘

sin
`

x
2

˘

¸2

On trouve donc, pour 0 ă β ă π,

@n P N,@x P r´π, πs, |x| ą β,
ˇ

ˇ

ˇ
C̃npxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

1

pn` 1q sin2
´

β
2

¯
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Ce qui montre la convergence uniforme de
´

C̃n

¯

nPN
vers 0 sur r´π, πszr´β, βs pour tout β Ps0, πr.

En prenant β “ α, il existe N P N tel que pour tout n ě N :

ż

αď|t|ďπ

C̃nptq dt ď ε

.

On trouve donc, pour tous x P R et n ě N :

|fpxq ´ Cnpxq| ď
M

π
ε` ε

D’où la convergence uniforme de pCnqn vers f sur R. ˝

Remarque :

On reconnait le noyau de Dirichlet S̃n et le noyau de Fejér C̃n.

On utilise ici les notations utilisées dans le Gourdon, mais tradionnellemment on note plutôt le noyau de Dirichlet

Dnpxq “

n
ÿ

k“´n

eikx “
sinppn` 1

2 qxq

sinpx{2q

Et le noyau de Fejér

σnpxq “
1

n` 1

ˆ

sinppn` 1qx{2q

sinpx{2q

˙2

Il est également recommandé pour ce développement de connâıtre la définition de noyau, d’approximation de l’unité

ainsi que quelques propriétés sur les deux noyaux utilisés ici (leur type de convergence etc).
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