
2.3 Décomposition de Dunford

Référence :

— Xavier Gourdon : Les maths en tête - ALGEBRE PROBABILITES, pages 192 à 193

Couplé avec les leçons : 150, 151, 152, 155 (matriciel), 156

Théorème :

Soient K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension m finie. Soit f P LpEq tel que χf soit scindé sur K.

Alors il existe un unique couple pd, nq tels que d diagonalisable, n nilpotent, f “ d`n et d et n commutent. De plus,

d et n sont des polynômes en f .

Lemme :

Soit F P KrXs un polynôme annulateur de f ,

on note F “ β
s

ź

i“1

Mαi
i sa décomposition en facteurs irréductibles et pour tout i P J1, sK, Ni “ ker pMαi

i pfqq.

Alors E “

s
à

i“1

Ni et pour tout i, le projection sur Ni parallèlement à
à

j‰i

Nj est un polynôme en f.

Preuve :

Preuve du lemme :

D’après le lemme des noyaux, on a E “

s
à

i“1

Ni.

Pour tout i P J1, sK, on pose Qi “
ź

j‰i

M
αj

j . Aucun facteur n’est commun à tous les Qi, on a pgcd(Q1, ¨ ¨ ¨ , Qs)“ 1.

Par théorème de Bézout, il existe U1, ¨ ¨ ¨ , Us P KrXs tels que U1Q1 ` ¨ ¨ ¨ ` UsQs “ 1 de sorte que

IdE “ U1pfq ˝ Q1pfq ` ¨ ¨ ¨ ` Uspfq ˝ Qspfq

Pour tout i P J1, sK, on pose Pi “ UiQi et pi “ Pipfq. On a alors : IdE “

s
ÿ

i“1

pi p˚q

Par ailleurs, pour tous j ‰ i, F divise QiQj donc (par commutativité des polynômes en f) :

pi ˝ pj “ pUi ˝Qipfqq ˝ pQj ˝ Ujpfqq “ UiUjpfq ˝ QiQjpfq “ 0 p˚˚q

On déduit de p˚q que pour tout i P J1, sK, pi “

s
ÿ

j“1

pi ˝ pj et donc d’après p˚˚q on a pi “ p2i . Les pi sont donc des

projecteurs.

Soit i P J1, sK, montrons que Im(pi)“ Ni :

Soit y P Imppiq, on a un x P E tel que y “ pipxq et

Mαi
i pfqpyq “ Mαi

i pfq ˝ Pipfqpxq “ Mαi
i pfq ˝ UiQipfqpxq

“ Uipfq ˝

ˆ

1

β
F pfq

˙

pxq “ 0 car F “ βMαi
i Qi
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Ce qui prouve que Imppiq Ă kerMαi
i pfq “ Ni.

Il reste à montrer l’inclusion réciproque. Soit x P Ni. D’après p˚q, on a x “

s
ÿ

i“1

pipxq

Or pour j ‰ i, on a pjpxq “ Ujpfq ˝Qjpfqpxq “ 0 car Mαi
i divise Qj donc x “ pipxq P Imppiq.

Finalement, Im(pi)“ Ni.

Il ne reste plus qu’à montrer que pout tout i, kerppiq “
à

j‰i

Nj :

Soient i ‰ j et x P Nj , alors pipxq “ Uipfq ˝ Qipfqpxq “ 0 car M
αj

j divise Qi (même argument que précédemment)

donc Nj Ă kerppiq.

On en déduit que
à

j‰i

Nj Ă kerppiq

Soit maintenant x P kerppiq, d’après p˚q on a x “
ÿ

j‰i

pjpxq donc x P
à

j‰i

Nj car Im(pjq “ Nj par l’étape

précédente.

Preuve du théorème :

Existence : Appliquons le lemme précédent au polynôme F “ χf “ p´1qm
s

ź

i“1

pX ´ λiq
αi et pour tout i P J1, sK,

notons Ni “ kerpf ´ λiq
αi , les sous-espaces caractéristiques, et Mi “ pX ´ λiq.

On a alors pi “ Pipfq la projection sur Ni parallèlement à
à

j‰i

Nj . Posons d “

s
ÿ

i“1

λipi qui est diagonalisable car

pi ˝ pj “ pj ˝ pi (les polynômes en f commutent) et pi est diagonalisable, pour tous i, j P J1, sK. Ainsi les pi sont

codiagonalisables.

Posons n “ f ´ d “

s
ÿ

i“1

pf ´ λiidEq pi. On a alors pour tout q P N : nq “

s
ÿ

i“1

pf ´ λi idEqq pi

En particulier, pour α “ max
iPJ1,sK

pαiq, on a pour tout i,

pf ´ λi idEqα pi “ rpX ´ λiq
α Pis pfq “ 0

car χf divise pX ´ λiq
αPi. Donoc nα “ 0 et n est nilpotent.

Unicité : Supposons qu’il existe un autre couple d’endomorphismes pd1, n1q vérifiant que d1 est diagonalisable, n1

nilpotent, d1 ˝ n1 “ n1 ˝ d1 et f “ d1 ` n1 “ d` n. On a d1 qui commute avec n1 et avec lui-même donc qui commute

avec f donc avec d et n qui sont des polynômes en f (idem pour n1). Ainsi d et d1 sont deux endomorphismes

diagonalisables qui commutent donc sont codiagonalisables, ce qui entrâıne que d´ d1 est diagonalisable.

Comme n et n1 sont deux endomorphismes nilpotents qui commutent, on a n1 ´n qui est nilpotent (en effet, si n est

d’indice k1 et n1 d’indice k2 alors pn1 ´ nqk1`k2`1 “ 0) . Or n1 ´ n “ d´ d1 qui est donc diagonalisable et nilpotent,

donc d’unique valeur propre 0 c’est donc l’endomorphisme nul d’où d “ d1 et n “ n1.

˝
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Application à l’exponentielle de matrices :

Soit A P MnpKq telle que χA soit scindé sur K. Alors A est diagonalisable si et seulement si eA est diagonalisable.

Preuve :

Sens direct : Si A “ PDP´1 avec P P GLnpKq, alors par propriété de l’exponentielle matricielle, on a eA “ PeDP´1.

Sens indirect : Supposons que eA est diagonalisable. Comme χA est scindé, on utilise la décomposition de Dunford

de A : A “ D `N . On veut montrer que N “ 0.

Puisque D et N commutent, on a :

exppAq “ exppD `Nq “ exppDq exppNq

“ exppDq pIn ` exppNq ´ Inq “ exppDq ` exppDq pexppNq ´ Inq
looooooooooooomooooooooooooon

:“N 1

Montrons que la décomposition de Dunford de eA est eA “ eD `N 1.

D’une part, comme D est diagonalisable, par le point précédent, eD est diagonalisable.

D’autre part, eD commute avec D qui lui-même commute avec N . Donc eD commute avec N donc avec N 1 aussi.

Il nous reste à montrer que N 1 est nilpotente : notons p l’indice de nilpotence de N , qu’on suppose par l’absurde

strictement supérieur à 1, on a

N 1 “ exppDq pexppNq ´ Inq “ exppDq

˜

p´1
ÿ

i“0

N i

i!
´ In

¸

“ exppDq

˜

p´1
ÿ

i“1

N i

i!

¸

“ exppDq N

˜

p´2
ÿ

i“0

N i

i!

¸

looooomooooon

:“P pNq

Par suite, comme eD, N et P pNq commutent, on a :

pN 1qp “ rexppDq N P pNqs
p

“ exppDqp Np P pNqp “ 0 car Np “ 0

Par unicité, on a bien que c’est la décomposition de Dunford de eA.

Or, puisque eA est supposée diagonalisable, on a que la partie nilpotente de sa décomposition de Dunford est nulle.

Ainsi
eDpeN ´ Inq “ 0 ô eN ´ In “ 0 car eD P GLnpKq

ô

p´1
ÿ

i“1

N i

i!
“ 0

Donc Q “

p´1
ÿ

i“1

Xi

i!
est un polynôme annulateur de N or Xp est le polynôme minimal de N qui est de degré strictement

supérieur à celui de Q. Cette contraction implique que N “ 0.

˝

Remarque : Pour la leçon 155 traitant de l’exponentielle matricielle, on admet le lemme pour développer l’application.

Dans les autres leçons on montre le lemme et ne met que dans le plan l’application.
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