Etude des suites de variables aléatoires suivant une loi de

Poisson

Nico

Prérequis : Lemmes de Borel Cantelli.

Notations :
1. (©,A,P) un espace de probabilité.

2. (Xpn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi de

k
_)‘nﬁ

Poisson de parametres respectifs A,. e, P(X,, = k) =e R

Le dév se décompose en 2 exos :

n
Soit ¥, = [ X
k=1
1. P(X,, # 1 pour une infinité de n) = 1.
+o00
. Soit p = H(l — e ). Alors :
k=1

\V)

¥, 2 { 0 avec une probabilité de 1 —p

400 avec une probabilité de p

w

. Exemples pour A, = o(In(n)), Ay, = 2In(1 +n).

—

. k T
. Montrer que si z>:1 A, converge, alors nllgloo X, <k-—1ps.
nz

1
2. Etudier les valeurs d’adhérence de (X)), si A, = — ot a>0.
n

Commencons par ’exos 1 :

Démonstration. 1. Soit n € N*. On a que P(X,, = 1) = e *\,,. D’ott P(X,, #
1)=1- Ane . Or la fonction définie sur R f:x+— 1—xze " a pour dérivée

f'(z) = e "(x — 1) qui est nulle ssi x = 1, str négative si z < 1, et str positive



1
si z > 1. D’ott f admet un minimum global en 1, et f(1) =1 —e ! =1 - =,
e

Dou P(X, #1) > 1— é. D’ou la série Z]P’(Xn # 1) diverge grossierement.
D’ou par le second lemme de Borel Cantelli, les (X,,), étant indépendants,
P(X, #1is)=1.

. (Y,,)n est une suite a valeurs dans N. D’ou elle admet une limite finie ssi (Y;,),
est stationnaire & partir d’un certain rang.

Sa limite est nulle s’il existe un entier n tel que X,, = 0.

Sa limite est finie non nulle si pour tout n, X, # 0. Puisque (Y,), est sta-
tionnaire a partir d’'un certain rang N, alors pour tout n > N, X,, = 1. Or
P(Vvn> N, X, =1} =1-P(X,, # 1is) =0.

Si (Y,)n n’est pas stationnaire & partir d’un certain rang, alors elle est crois-

sante non majorée, donc alors elle diverge vers +oo.

Notons A = {V;, &% +o0} et B = {V;, £ 0}. On a la relation :
P(A)=1-P(B)=1-P@necN, X, =0}

Soit N € N, par indépendance des (X,,), :

N N

P(Vn € [I,N], X, >1)=[[P(X,>1)=J[1—e?) ——p
k=1 k=1 N=oo

N
Dot P(A) =P(¥n > 1, X, >1}) =P( [ {Xn >1}) = JHm P((){Xn >
neN* e n=1

1} = p par décroissance de la suite d’évenements (MY {X,, > 1})y.

(a) Si A, = o(In(n)), alors il existe un rang N € N tel que Vn > N, A, <

In(n). D’ou
N—-1 +oo
PA) < [T —e ™) J] (@ —e )
n=1 n=N
Ou
“+oo +00o “+o0o
1 n—1 N -1
[Ta-e™)=T]a--)=1]] = lim —— =0
NN neN neN n M—+00 M
Dou Y, 20 ps.
1 2 n
(b) Si A =2In(1+4n), 1 —e 20+ — 1 _ _ 42 o ou

n+1)2 (n+1)2 g



n+1

n = . D’ou
n
+oo
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n=1 qn Q1
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oup=g
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On passe a 'exo 2 :
Démonstration. 1. On étudie I’évenement Ay, = {X, < k — 1}. Commencons

park=0etk=1:

(a)

E=0: Z)\ converge. Or par Markov, P(X,, > 1) <E(X,) = A,. D’ou
par comparaison avec une série convergente, ZIP’ Ap ) converge. Donc
le lemme 1 de Borel Cantelli fournit que P(4g, is ) = 0. P(X,, = 0 &
partir d’un certain rang ) = 1.

k=1: Z)\% converge. On a que 1x, 1 < %Xn(Xn —1). D’ou P(X,, >

1) = B(1x,51) < 5B(Xa(Xa-1)) = 3 (B(X2) ~ E(X)) = S (Var(X,)+

2
E(X,)? - E(X,)) = ?” D’ou par comparaison avec une série a termes

positive, puis borel cantelli et tout le blabla on a bon :)

Cas général Z AP converge :

1x, 5k < k'X (X — 1) (X, — k)

D’ou toujours par linéarité et positivité de I'espérance

A = AT A = m! A
P(X, > k) <e ™ 37 m(m=1)...(m=k)= =e ™ Y- i AT
m=k+1 m: ] (m—FEk+1)!'m!

en appliquant le changement d’indices | = m — k41, puisque EX,, = A\,

]P)(X >k‘ —)xn)\k lz — k

Par comparaisons avec une série a termes positives convergente, et par le lemme
1 de Borel Cantelli, ]P’(km {X,, > k})=0.DouP( lim X, <k-1)=1,
—+o00

k—+o0

d’ou limsup X < k — 1.

k——+o0



1 1 1
2. Notons A, = —. Par Riemann, Z — converge ssi ak > 1 ssi k > —. No-
ne ne o

1
tons k = {J + 1. Notons Adh(X,,) l'ensemble des valeurs d’adhérences de
«@
1
(Xn)n. Par ce qui a été fait au préalable, on a que Adh(X,) C {1,..., {J }.
«
1
Soit j € {1,..., {J }. Montrons qu'’il s’agit presque surement d’une valeur
@
d’adhérence de (X, ).
1

On a que P(X,, = j) = e %

. -~ - - dont la série des termes gé-
jIn% n—o+4oo jlnod
nérales de cette suite diverge par Riemann. D’ou par comparaisons de séries a

termes positifs, Z P(X,, = j) diverge. D’ou par le second lemme de Borel Can-

n
telli, P(X,, = j is ) = 1. D’ou presque surement, j est une valeur d’adhérence
de (X;,)n. D’ou légalité souhaitée au sens de presque sir :

Adh(X,) = {1, BJ} ps
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