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Théoréme :

Pour tout ouvert  de R", et pour tout p € [1;+00], Pespace (LP(£2, \,), H||p) est complet.

Démonstration :

Etape 1 : p = 400

Soit (fn)nen une suite de Cauchy de LL°°.

Soient :

A :={zeQ [ [fi(@)] > [ felloc}
B i={z €Q [ [fu(2) = fm(2)] > [fo = finlloo}

Par définition de ||.||«, on a Ay et By, ,, de mesure nulle pour tout k,n,m € N.

On note :
E = U AU By
k,n,meN

On a donc E de mesure nulle.

Comme (f,) est de Cauchy dans L., on a :

1
Vi € N*, E|N1 S N, Vn,m > Ni, ||fn _meoo < ;

Donc : .
Ve & Bum, [fu(@) = fm(2)l < - (1)

Donc, pour tout z € E¢, (f,(z)) est de Cauchy dans R, qui est complet, donc (f,,(x)) est convergente.



Pour tout « € E°, on note f(z) = li_>m fn(z). On pose f(z) =0 pour z € E.

On passe a la limite quand m — oo dans (1), et on a :

Ve ¢ E, Yn> N, |fu(z) — f(2)] <%

Donc on a f, — f € L, donc f = fn = (fo = f) € L™ et lim [|f = flloc =0

Etape 2 : p € [1;00]

Soit (fy,) une suite de Cauchy dans ILP.

1l existe une sous-suite (f,, )ien+ telle que : Vi € N*, || fn.41 — fuillp < 2

x
On pose :

=

g = |fni+1 _fnl

|fni+1 - fnl
1

~
=

gl

g

?

L’inégalité de Minkowski donne ||gx||, < 1 pour tout k.
Le lemme de Fatou appliqué & ¢} permet d’obtenir [|g||, < 1.

On a donc g(z) < oo presque-partout, donc la série :

For @)+ (fa1(@) = fus (@)
i=1

est absolument convergente pour presque-tout x € €1, c’est-a-dire pour x € E€ avec E C ) une partie de mesure
nulle.

On note f(z) sa somme et on pose f(z) =0 pour = € E.

k-1
Comme : f,, + ;(fniﬂ — fni) = [

1=
Ona: f(z) = zilgloo fn,(x) presque-partout.

Reste & montrer que f est la limite de (f,,) dans L?.
Soit € > 0, comme la suite (f;) est de Cauchy dans L?, on a N € N tel que : Vn,m > N, [|f, — full, <e.
Pour m > N, le lemme de Fatou donne :

/ 1 = fl? dAn < hminf/ o — Fl? dAy < 7
Q =00 JO

Donc on a f — f, € LP, donc f € LP, et ||f — full, — 0, ce qui acheve la démonstration.
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