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Théorème :

Pour tout ouvert Ω de Rn, et pour tout p ∈ [1; +∞], l’espace (Lp(Ω, λn), ∥.∥p) est complet.

Démonstration :

Etape 1 : p = +∞

Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy de L∞.

Soient :

Ak := {x ∈ Ω | |fk(x)| > ∥fk∥∞}

Bn,m := {x ∈ Ω | |fn(x)− fm(x)| > ∥fn − fm∥∞}

Par définition de ∥.∥∞, on a Ak et Bn,m de mesure nulle pour tout k, n,m ∈ N.
On note :

E :=
⋃

k,n,m∈N
An ∪Bn,m

On a donc E de mesure nulle.

Comme (fn) est de Cauchy dans L∞, on a :

∀i ∈ N∗, ∃Ni ∈ N, ∀n,m ≥ Ni, ∥fn − fm∥∞ <
1

i

Donc :

∀x /∈ Bn,m, |fn(x)− fm(x)| < 1

i
(1)

Donc, pour tout x ∈ Ec, (fn(x)) est de Cauchy dans R, qui est complet, donc (fn(x)) est convergente.
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Pour tout x ∈ Ec, on note f(x) = lim
n→∞

fn(x). On pose f(x) = 0 pour x ∈ E.

On passe à la limite quand m → ∞ dans (1), et on a :

∀x /∈ E, ∀n ≥ Ni, |fn(x)− f(x)| < 1

i

Donc on a fn − f ∈ L∞, donc f = fn − (fn − f) ∈ L∞ et lim
n→∞

∥fn − f∥∞ = 0

Etape 2 : p ∈ [1;∞[

Soit (fn) une suite de Cauchy dans Lp.

Il existe une sous-suite (fni
)i∈N∗ telle que : ∀i ∈ N∗, ∥fni+1 − fni

∥p < 1
2i

On pose : 
gk =

k∑
i=1

|fni+1 − fni |

g =
∞∑
i=1

|fni+1 − fni
|

L’inégalité de Minkowski donne ∥gk∥p < 1 pour tout k.

Le lemme de Fatou appliqué à gpk permet d’obtenir ∥g∥p ≤ 1.

On a donc g(x) < ∞ presque-partout, donc la série :

fn1
(x) +

∞∑
i=1

(fni+1(x)− fni
(x))

est absolument convergente pour presque-tout x ∈ Ω, c’est-à-dire pour x ∈ Ec avec E ⊂ Ω une partie de mesure

nulle.

On note f(x) sa somme et on pose f(x) = 0 pour x ∈ E.

Comme : fn1 +
k−1∑
i=1

(fni+1 − fni) = fnk

On a : f(x) = lim
i→+∞

fni
(x) presque-partout.

Reste à montrer que f est la limite de (fn) dans Lp.

Soit ε > 0, comme la suite (fn) est de Cauchy dans Lp, on a N ∈ N tel que : ∀n,m > N, ∥fn − fm∥p < ε.

Pour m > N , le lemme de Fatou donne :∫
Ω

|f − fm|p dλn ≤ lim inf
i−→∞

∫
Ω

|fni
− fm|p dλn ≤ εp

Donc on a f − fm ∈ Lp, donc f ∈ Lp, et ∥f − fm∥p −→
m→∞

0, ce qui achève la démonstration.
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