47 Lecon 230 : Séries de nombres réels ou complexes. Com-

portement des restes ou des sommes partielles des séries
numériques. Exemples.

I. Généralités sur les séries
1. Définitions [ELA]
Terme général, somme partielle, somme, reste, série géométrique
2. Premiéres propriétés [ELA]
TG tend vers 0, divergence grossiére, série télescopique, critére de Cauchy, convergence
absolue

II. Séries a termes positifs

1. Comparaison [ELA|
CV ssi majorée, théorémes de comparaison, comparaison série intégrale, série de Rie-
mann, série de Bertrand, régle n%u,,

2. Critéres de convergence [ELA]
Regle de D’Alembert, régle de Cauchy

III. Séries a terme général quelconque [ELA| [GOU]J
Semi-convergence, série alternée, critére de Leibniz, transformation d’Abel, critére d’Abel, pro-
duit de Cauchy, exemple pour I'exponentielle

IV. Calcul de sommes de séries

1. Séries entiéres [GOU]
Série entiére, lemme d’Abel, rayon de convergence, régle de D’ Alembert, régle de Cauchy,
nombres de Bell
2. Séries de Fourier [ELA2] [GOU]|
Coefficients de Fourier, série de Fourier, formule de Parseval, théoréme de Jordan-Diri-
chlet, calcul de sommes
Présentation :

e Les séries numériques sont un cas trés particulier de suites, dont on connait un plus grand
nombre de critéres de convergence. On dispose d’outils pour en étudier le comportement, que
I’'on n’a pas forcément pour des suites quelconques.

e On commence par des définitions puis des propriétés élémentaires. On finit cette partie avec
un cas particulier du théoréme qui dit qu’un EVN est un Banach ssi toute série ACV est CV
(appliqué ici avec R et C). Cela motive le fait de s’intéresser plus particuliérement aux séries
a TG positif.

e On regarde donc les STGP. D’abord on compare des séries entre elle et notamment pour avoir
des estimations des sommes partielles ou du reste. Par exemple la comparaison série intégrale est
trés utile et permet d’obtenir de bons équivalents. Cela fait I’objet du premier développement,
ou l'on développe une méthode pour avoir une approximation de la série harmonique.

e On a aussi des méthodes qui sont trés utiles pour déterminer la CV ou non d’une série.
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e Ensuite on voit des cas particuliers de séries, qui ne sont pas forcément positives.

e On termine cette lecon avec des exemples de séries.

Tout d’abord avec les séries entiéres qui permettent de résoudre de nombreux problémes (ex :
équa diff) et qui permettent de donner des formules générales a certains nombres.

Enfin on aborde les séries de Fourier, qui permettent d’obtenir des sommes de séries qui ne sont
pas évidentes au premier regard.

Développements :

e Développement asymptotique de la série harmonique
- L’Oral a I'agrégation de mathématiques, Isenmann et Pecatte, p380
- Oraux X-ENS 3, FGN, p224

e Régle de Raabe-Duhamel
- Suites et séries numeériques, suites et séries de fonctions, El Amrani, p117

- Développements d’analyse, Madére, p172

Références :
e [ELA] Suites et séries numériques, suites et séries de fonctions, El Amrani
e [GOU] Analyse, Gourdon

e [ELA2| Analyse de Fourier dans les espaces fonctionnels, El Amrani
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