1. Méthode de Laplace
On se donne I = (a,b) un intervalle borné ou non.
Théoréme 1.1. — Soient ¢ : I — R de classe €% et f : I — C continue. On fait les hypothéses

sutvantes.
e Pour toutt >0, on a e” ¥ f € L*(dz).
e La fonction ¢’ : I — R s’annule en un unique point xg € I et ¢ (xg) > 0.
e On a f(xg) #0.
Alors, pour une certaine constante ag € C,
/e*w(w)f(z)dx ~ Qg - e*tw(m)/\/{.
I

Démonstration. — e L’idée est de se ramener a une intégrale de Gauss, via un changement de variable.
En vertu de la formule de Taylor avec reste intégral,

1
p(x) = (o) + (v — xo)g/ (1= 8)¢" (z0 + s(z — z0))ds = p(20) + (z — z0)*P(x),
0
olt ¢ : I — R est continue, de classe €2 sur I\ {zo} et vérifie 1(x¢) = ¢”(20)/2. On a donc,
Pt) = /e_t“’(”)f(x)dx _ e—tsﬂ(ﬂco)/e—t(x—xo)ziﬂ(x)f(x)dm?
I I

et il & reste se donner une racine de (x — z0)%(x), mais ceci n’est possible qu’au voisinage de x¢. On se
donne donc §; > 0 tel que ¢ > 0 sur I; = (xg — 01, + 01) et on consideére p(x) = (z — x9)/¥(z) qui
est une fonction continue sur I; et de classe €2 sur I; \ {zo}. Montrons que p est en fait de classe €*
par un prolongement de sa dérivée : on a, pour x # z,

(@) = V() + (z — 20)y(x) /().
Or (z — o)y (z) = ((x — 0)¢(x))" — (2) et,

((Z‘—Z‘o)w(l'))/ _ (@(1‘) — 90(170)> — (pl(x)(x - JU()) — 90(17) - QO('IO) — @l(x) —¢($) SN @//(mo)—w(xo)-

x — g (x — )2 T — X )

D’out le prolongement continu p'(zg) = /¥ (zo). En particulier, on a p/(zg) > 0 et 'on peut choisir
0 < dp < 97 tel que p’ > 0 sur Iy = (zg — 6o, To + Jp) et p réalise un €-difféomorphisme de Iy sur p(Ip).

e On considére maintenant une fonction 6 € (1) telle que 0 < 6 < 1 et 0 = 1 sur [x9—3do/2, xo+00/2).
Le changement de variable y = p(x) donne alors,

0(z)e =0 0() f()dz — / e~ h(y)dy,
I p(lo)

ot h(y) = 0(t(y))f(r(y) /o' (T(y)) et 7(y) = p~(y). On remarque que h € €} (p(Iy)) et I'on prolonge h
par 0 en dehors de p(Iy) pour obtenir,

dz
0(x)e~ @ f(z)dx = e~ te(@0) / e~ h(y)dy = e~t¥(@0) / e h (Z> by
[ 8@ 1) [ hi) [ (5) F

Or pour tout t >0, z € R, on a \e‘zzf(z/\/iﬂ < Rl o e=*" donc une domination L', et le théoreme de
convergence dominée assure que,

Vitet# o) / O(x)e ") f(x)dz — h(0) / e dz Y ay,
I R

t—o0

et on a en fait ag = f(x0)+/27/¢" (z0). Il nous reste a relativiser le reste de l'intégrale :

R(t) = /I(l —0(z))e @) f(z)dx.

Mais sur Supp(1—#6), on a ¢(x) —p(xg) = p > 0 donc, pour t > 1, en écrivant tp(x) = p(x)+ (1 —1t)p(x),
on obtient —ty(x) < —p(x) — (t — 1)p(xg) — (t — 1) soit,
|R(t)| < e—t¢(xo)e—ea(xo)+u/e¢(x)|f($>|dx CeTte,
I

En particulier, on a e *?(@)|R(t)| < aje™™ < +oo pour tout t < 1 et donc cette contribution est
négligeable devant la précédente. D’ou le résultat. O




	1. Méthode de Laplace

