
230 : Séries de nombres réels ou complexes. Comportement
des restes ou des sommes partielles des séries numériques.
Exemples.

K désigne R ou C.

1 Séries numériques

1.1 Critères de convergence

Définition 1. Soit (un)n∈N une suite de K.
La série de terme général un est la suite (Sn)n∈N définie par :

Sn =

n∑
k=0

uk (1)

La série est désignée plus simplement par
∑

un. Si elle est convergente, sa limite
est notée

∑
n∈N

un.

Définition 2. Le reste d’une série convergente
∑

un est la quantité définie pour n
entier :

Rn =

+∞∑
k=n+1

uk (2)

Proposition 3. Le reste d’une série convergente converge vers 0.

Proposition 4. Pour q dans K, la série géométrique
∑

qn converge si et seulement
si |q| < 1.

1. Si |q| < 1, alors
∑
n∈N

qn =
1

1− q
et

+∞∑
k=n+1

qk =
qn+1

1− q
.

2. Si |q| > 1, alors
n∑

k=0

qk =
1− qn+1

1− q
.

Proposition 5. Le terme général d’une série convergente est convergent vers 0.

Contre-exemple 6.
∑

1
n est de terme général convergent vers 0 mais diverge.

Proposition 7. Une série
∑

un converge si et seulement si :

∀ϵ > 0,∃Nϵ ∈ N,∀n ≥ Nϵ,∀p ∈ N,

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

uk

∣∣∣∣∣ < ϵ. (3)

1.2 Séries à termes positifs
Proposition 8. Une série à termes positifs converge si et seulement si la suite de
ses sommes partielles est majorée.

Théorème 9. Soit
∑

un et
∑

vn deux séries à termes positifs telles que pour tout
n dans N, un ≤ vn.

1. Si
∑

un diverge, alors
∑

vn diverge.

2. Si
∑

vn converge, alors
∑

un converge et
∑
n∈N

un ≤
∑
n∈N

vn.

Exemple 10. Pour n dans N, e−n2 ≤ e−n donc
∑

e−n2

converge.

1.3 Conditions suffisantes
Définition 11. Une série

∑
un est absolument convergente si

∑
|un| converge.

Proposition 12. Une série absolument convergente est convergente.

Théorème 13 ([El 11]). Soit
∑

un une série et l = lim sup |un|
1
n

1. Si l < 1, la série
∑

un converge absolument.
2. Si l > 1, la série

∑
un diverge.

Exemple 14. Soit, pour n ∈ N, un = n−n. Alors lim u
1
n
n = 1

n et donc
∑

un

converge absolument.

Théorème 15 ([El 11]). Soit
∑

un une série à termes non nuls à partir d’un certain
rang. Soit L = lim sup

∣∣∣un+1

un

∣∣∣ et l = lim inf
∣∣∣un+1

un

∣∣∣.
1. Si L < 1, la série

∑
un converge absolument.

2. Si l > 1, la série
∑

un diverge.

Exemple 16. Soit x dans K et pour n dans N, un = xn

n! . Alors
∣∣∣un+1

un

∣∣∣ = x
n+1 .

Donc la série
∑

xn

n! converge.

1.4 Opérations sur les séries
Définition 17. Soit

∑
un et

∑
vn deux séries. Leur produit de Cauchy est la série

de terme général wn donné pour n ∈ N par :

wn =

n∑
k=0

ukvn−k (4)

Théorème 18 ([Gou20]). Soit
∑

un et
∑

vn deux séries convergentes dont au
moins l’une des deux est absolument convergente. Leur produit de Cauchy

∑
wn

converge et : ∑
n∈N

wn =

(∑
n∈N

un

)(∑
n∈N

vn

)
(5)
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Si
∑

un et
∑

vn convergent absolument, leur produit de Cauchy converge absolu-
ment.

Exemple 19. Pour tout x et y dans K, exp(x+ y) = exp(x) exp(y).

2 Comportement asymptotique

2.1 Comparaisons
Théorème 20. Soit f : R+ → R+ décroissante. La série

∑
f(n) et l’intégrale

impropre
∫∞
0

f sont de même nature et de plus :
1. Si

∑
f(n) converge :∫ +∞

n+1

f(t)dt ≤
+∞∑

k=n+1

f(k) ≤
∫ +∞

n

f(t)dt (6)

2. Si
∑

f(n) diverge : ∫ n+1

1

f(t)dt ≤
n−1∑
k=0

f(k) ≤
∫ n

0

f(t)dt (7)

Exemple 21. La série
∑

1
nα converge si et seulement si α > 1.

1. Si 0 < α < 1, alors
n∑

k=1

1

kα
∼ n1−α

1− α
.

2. Si α > 1, alors
+∞∑

k=n+1

1

kα
∼ (n+ 1)1−α

α− 1
.

3. Si α = 1, alors
n∑

k=1

1

k
∼ lnn.

Théorème 22. Soit
∑

un et
∑

vn deux séries à termes réels positifs telles que
un ∼ vn.

1. Si
∑

un converge,
∑

vn converge et :

+∞∑
k=n+1

uk ∼
+∞∑

k=n+1

vk (8)

2. Si
∑

un diverge,
∑

vn diverge et :

n∑
k=0

uk ∼
n∑

k=0

vk (9)

Théorème 23. Soit
∑

un et
∑

vn deux séries à termes réels positifs telles que
un = o(vn).

1. Si
∑

un converge,
∑

vn converge et :

+∞∑
k=n+1

uk = o

(
+∞∑

k=n+1

vk

)
. (10)

2. Si
∑

un diverge,
∑

vn diverge et :

n∑
k=0

uk = o

(
n∑

k=0

vk

)
. (11)

Développement 1

Application 24 ([FGN], p.142). Soit f : R+ → R+ une fonction continue
admettant en 0 le développement limité suivant pour un certain a > 0 et
α > 1 :

f(x) = x− axα + o(xα). (12)

Soit (un)n∈N la suite réelle de premier terme u0 > 0 et définie par récur-
rence pour tout n dans N par un+1 = f(un). Pour u0 suffisamment petit, un
équivalent de un est donné par :

un ∼ (na(α− 1))
1

1−α (13)

En particulier, si f est donnée par f : x 7→ ln(1 + x), il existe κ réel tel que :

un =
2

n
+

2 ln(n)

3n2
− κ

n2
+ o

(
1

n2

)
(14)

2.2 Contrôle du reste
Définition 25. Une série

∑
un est alternée si ((−1)nun)n∈N est de signe constant.

Proposition 26. Une série alternée
∑

un telle que (|un|)n∈N est décroissante
convergente vers 0 est convergente.

Théorème 27. Soit
∑

un une série alternée telle que (|un|)n∈N est décroissante
convergente vers 0. ∣∣∣∣∣

+∞∑
k=n+1

uk

∣∣∣∣∣ ≤ |un+1|. (15)

Exemple 28. Soit x dans ]0, 1[ et pur n dans N, fn(x) = (−1)n+1 xn

n . La série∑
fn(x) est alternée et converge car |fn(x)| converge vers 0 de manière décroissante.

Donc la majoration du reste est uniforme en x :∥∥∥∥∥
+∞∑

k=n+1

fn

∥∥∥∥∥ ≤ 1

n+ 1
(16)
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Proposition 29. Soit (un)n∈N strictement positive décroissante vers 0. Soit

(vn)n∈N telle qu’il existe M positif tel que pour tout m ≥ n ≥ 0,

∣∣∣∣∣
m∑

k=n

vk

∣∣∣∣∣ ≤ M .

La série
∑

unvn converge et :∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

ukvk

∣∣∣∣∣ ≤ Man+1 (17)

Exemple 30 ([Gou20]). Soit (an)n∈N strictement positive décroissante vers 0. Soit
θ dans R\2πZ et (bn)n∈N = (einθ).

Alors pour tout m ≥ n ≥ 0 : ∣∣∣∣∣
m∑

k=n

eikθ

∣∣∣∣∣ ≤ 1∣∣sin ( θ2)∣∣ . (18)

Donc : ∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

ane
inθ

∣∣∣∣∣ ≤ an+1∣∣sin ( θ2)∣∣ . (19)

La série
∑

ane
inθ converge.

Proposition 31 ([El 11]). Soit (un)n∈N telle que lim |un|
1
n < 1.

Il existe α ∈]0, 1[ et N ∈ N tels que pour n ≤ N :∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

uk

∣∣∣∣∣ ≤ αn+1

1− α
. (20)

Proposition 32 ([El 11]). Soit (un)n∈N telle que lim
∣∣∣un+1

un

∣∣∣ < 1.
Il existe α ∈]0, 1[ et N ∈ N tels que pour n ≤ N :∣∣∣∣∣

+∞∑
k=n+1

uk

∣∣∣∣∣ ≤ α

1− α
un. (21)

3 Séries entières
Définition 33. Une série entière est une série de fonctions de la variable complexe
de la forme

∑
anz

n où (an)n∈N est une suite complexe.

Proposition 34. Soit
∑

anz
n une série entière et z0 dans C tel que (anz

n
0 )n∈N soit

bornée. Pour tout z dans C tel que |z| < |z0|, la série
∑

anz
n converge absolument.

Définition 35. Le rayon de convergence d’une série entière
∑

anz
n est la quantité

dans R+ définie par R = sup {r ∈ R+ | (anrn)n∈N est bornée.}.

Proposition 36. Soit
∑

anz
n une série entière telle que

(∣∣∣an+1

an

∣∣∣)
n∈N

converge

vers L dans R+. Le rayon de convergence est alors R = 1
L

Proposition 37. Soit
∑

anz
n une série entière et R son rayon de convergence.

R =
1

lim sup |an|
1
n

. (22)

Exemple 38. Le rayon de convergence de
∑

2nz2n est
√
2
2 .

Développement 2

Théorème taubérien faible

Théorème 39 ([Gou20], p.264). Soit
∑

anz
n une série entière de rayon de

convergence 1 et telle que an = o
(
1
n

)
. Soit f la fonction associée. On suppose

qu’il existe S ∈ C tel que :

lim
x→1
x<1

f(x) = S. (23)

Alors
∑

an converge et : ∑
n∈N

an = S (24)

Théorème abélien angulaire

Théorème 40 ([Gou20], p.263). Soit
∑

anz
n une série de rayon de conver-

gence R au moins 1 telle que
∑

an converge. Soit θ0 dans
[
0, π

2

[
. Soit f la

fonction somme :

f : D(0, R) → C (25)

z 7→
∑
n∈N

anz
n (26)

Soit ∆θ0 le secteur donné par :{
z ∈ C | |z| < 1 et ∃ρ ∈ R∗

+,∃θ ∈ [−θ0, θ0], z = 1− ρeiθ
}
. (27)

Alors :

lim
z→1

z∈∆θ0

f(z) =
∑
n∈N

an. (28)

Contre-exemple 41. lim
x→1−

∑
n∈N

(−1)nzn =
1

2
mais

∑
(−1)n diverge.

Application 42 ([ZQ20], p.43). Soit t dans ]0, 2π[.∑
n∈N∗

sin(nt)

n
=

π − t

2
. (29)
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Annexe A
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Figure 1 – Illustration du théorème de comparaison série-intégrale.

Annexe B

θ0
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Figure 2 – Illustration du secteur de convergence dans le théorème d’Abel.
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