théoréme. vy’ —y = H admet une unique solution dans S8'(R) qui est une fonction continue sur R

Démonstration. — unicité :
Soit [ solution de l’équation, alors en appliquant la transformée de fourier

—EF(f) = F(f) = F(H)

1
F(f)=——F=5FH
(N =-13ar )
Comme la transformée de fourier est une bijection de S(R) dans lui méme, f si elle existe est unique.
— existence :
on cherche d’abord une solution elementazre y" —y = 8o par analyse. Soit E une solution élémentaire.
On a F(E) = _W‘F((S()) 1+§2 donc
1 1 e'ry
E@) =F H—s)=— d
(z) ( 1+§2) 27r/1+y2 Y

Calculons cette intégrale par le théoréme des résidus.

Six >0, sur le demi cercle supérieur de rayon R > 1, ¢ : z —

ety

0(2) = 5 (G5 — 79)
Par la formule des residus : 51— [, ¢(2)dz = Res(,i) = e’ et Jye(R)dz = [ o(z)dz+ [ o(z)dz

27

R ety ety
z)dz = d ——d
/72@() /_R1+y2y /Rlﬂﬂy

zzRe’g )
|/ 2)dz| = |/ o Rie )
T 7mRszn(0)
< -
- /0 11 —|— R262“9|
< 7d<9 0
= /0 1"

— . . —izy —
= mwe~". En conjugant cette expression on a fR ﬁdy = me % d’ou pour z < 0,

1 > holomorphe sur C\ {—i,i}. On a

‘E
Dot [, £ S dy
ey

kT Ty =
E(x) = —%(e’ Ly>0 + €“Ly<0)
On trouve ensuite la solution de l’equation originale par convolution, soit f = E x H

1

@)= [ B =9y == [ (€ yz0+ ycolozydy

1 o 0
—= [/ e V>, dy +/ eyﬂmzydy}
2 0 —00
1 x 0 x
—3 [szo (/ e*ydy+/ eydy) +Ha:<0/ eydy]
0 —00 —o0

1 —X xT
= *5((2 —e Ny + e"lr<o)

f ainsi définie est continue et on verifie par le calcul qu’elle est bien solution de I’équation différentielle.



