
théorème. y′′ − y = H admet une unique solution dans S ′(R) qui est une fonction continue sur R

Démonstration. — unicité :

Soit f solution de l’équation, alors en appliquant la transformée de fourier

−ξ2F(f)−F(f) = F(H)

F(f) = − 1

1 + ξ2
F(H)

Comme la transformée de fourier est une bijection de S(R) dans lui même, f si elle existe est unique.

— existence :

on cherche d’abord une solution élémentaire : y′′−y = δ0 par analyse. Soit E une solution élémentaire.
On a F(E) = − 1

1+ξ2F(δ0) = − 1
1+ξ2 donc

E(x) = F−1(− 1

1 + ξ2
) = − 1

2π

∫
R

eixy

1 + y2
dy

Calculons cette intégrale par le théorème des résidus.

Si x ≥ 0, sur le demi cercle supérieur de rayon R > 1, φ : z → eixz

1+z2 holomorphe sur C \ {−i, i}. On a

φ(z) = eixy

2i ( 1
z−i −

1
z+i )

Par la formule des residus : 1
2iπ

∫
γ
φ(z)dz = Res(φ, i) = e−x

2i et
∫
γ
φ(z)dz =

∫
γ1

φ(z)dz +
∫
γ2

φ(z)dz∫
γ2

φ(z)dz =

∫ R

−R

eixy

1 + y2
dy →

∫
R

eixy

1 + y2
dy

|
∫
γ1

φ(z)dz| = |
∫ π

0

eixReiθ

1 +R2e2iθ
Rieiθdθ|

≤
∫ π

0

e−xRsin(θ)

|1 +R2e2iθ|
Rdθ

≤
∫ π

0

R

R2 − 1
dθ → 0

D’où
∫
R

eixy

1+y2 dy = πe−x. En conjugant cette expression on a
∫
R

e−ixy

1+y2 dy = πe−x d’ou pour x < 0,∫
R

eixy

1+y2 dy = πex

E(x) = − 1
2 (e

−xIx≥0 + exIx<0)

On trouve ensuite la solution de l’equation originale par convolution, soit f = E ∗H

f(x) =

∫
R
E(y)H(x− y)dy = −1

2

∫
R
(e−yIy≥0 + eyIy<0)Ix≥ydy

= −1

2

[∫ ∞

0

e−yIx≥ydy +

∫ 0

−∞
eyIx≥ydy

]
= −1

2

[
Ix≥0

(∫ x

0

e−ydy +

∫ 0

−∞
eydy

)
+ Ix<0

∫ x

−∞
eydy

]
= −1

2
((2− e−x)Ix≥0 + exIx<0)

f ainsi définie est continue et on verifie par le calcul qu’elle est bien solution de l’équation différentielle.
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