Développements pour I'agrégation - Analyse NOMBRE NORMAUX

21 Existence de nombre normaux

Soit r € N, r > 2, tout « € [0, 1[ admet un unique® développement propre en base r :

L

lime,(z) <r—1

oluey(z) e A:={0,1,...,r -1}

Définition.
1
1. On dit que z € [0, 1] est simplement normal en base r si pour toutb € A, — AN
n n—+oo 7‘
otny =#{1<i<n|el(z)=>} (le nombre d’occurrence de b dans les n premiéres lettres

du développement de x).
2. On dit que x € [0,1] est normal en base r si pour tout k > 1 et pour tout motif b =
n 1
(by,...,bp) €AR, =0 — 5~ oump=#{1<i<n—k+1]|(®),... comn1(z)) =0b}
n n—+oo T

(le nombre d’occurrence du motif b dans les n premiéres lettres du développement de x).

3. On dit que z € [0,1] est normal ou totalement normal si x est normal pour tout r > 2.
Théoréme. Presque tout réel de [0, 1] est normal.

Démonstration.
On se place sur P’espace probabilisé ([0, 1], % ([0, 1[,[P) ot P est la mesure de Lebesgue.

ETAPE 1, Montrons que les v.a. réelles €, sont indépendantes et de méme loi uniforme :

Soit r > 2, (ay,...,ay) € AN, on vérifie que :
al a ol a 1
E:={z€0,1], e1(z) = a1,...,en(x) =an} = ﬁ,z 777; toN| = F.
n=1 n=1
Soi B al n > €7L(JE) 4 al 571,(1:) > r—1 _ N (7% 1
T RTE 3T SET I SET R SR =T ST
n=1 n=1 n=1 n=N+1 n=1
o0
—1 1 1 r—1 r 1
en effet, Z s (rfl)rNHl_l:TN_s_lr_l:fr—N.DonchF.
n=N+1 T
Soit z € F, alors x = Z——I—— avec y € [0,1] donc y = ﬂ—l—y—;—l—..., alors x s’écrit :
— 1r” T T
N a
T = Z T—ZJr Tjgi-l +r1€i2 +..., par unicité du développement on a €1 (z) = as,...,en(z) = an
n=1
- 1
donc z € E. Ainsi P(E) =P(F) = o~
Pour tout ¢ € [|1,N]], P(g; = a;) = Z P(e; = a1,...,ey = any) = N
ai, a’L 1,Q541,---,ON
donc P(e1 = ay,...,eny = an) H]P’ . Donc les v.a. €, sont indépendantes.

3. La condition limey, () < r — 1 permet par exemple d’éviter en base 10 le développement 0,2 = 0,1999...
4. Cette inégalité est stricte car lime, (z) <7 —1
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ETAPE 2, Soit r > 2 fixé montrons que P({z est normal en base r}) =1 :
. . e Xi4oo+Xn .
Soit b € A, on pose Vi, X; = 1y, alors — = ————— et d’apres la loi forte des
n

n
X Xn s 1
grands nombres : S I e 2% E(Xy) = -

T

(ceci étant vrai pour tout b € A on voit
n

déja que presque tout x de [0,1] est simplement normal en écrivant {z simplement normal}
=Mpea {2 — 1} donc P({z simplement normal}) = 1).

Soit maintenant b un motif de longueur 2, b = (by,b1) € A%, on pose Vi, Y; = Lic,p i1 =bo}s

n Yi+--+Y,_ . . .
alors = = 27" T 7771 One peut pas directement appliquer la loi forte des grands nombres

n n
car les v.a. Y,, ne sont plus indépendantes. En revanche elle sont indépendantes de deux en deux :

Y1,Ys, ... sont indépendantes et Y5, Yy, ... sont indépendantes donc :

Yi4 -+ Yono1 ps 1 Yo+ -+ Yo ps 1
up—)E(}ﬁ):P(slzbl,agzbg):—Qetup—)—Qalors:
n r n T

i+ +Yey 1 (Yi+- 4V Yot 4V ps 11 1 1
= S o ls+5 )=
2n 2( n * 2 7‘2+r2 r2
. i+ 4V YVi+Vs+-+Yoy Yot +Yo,
De méme, =
2n+1 2n+1 2n+1
(n+1\ Y1+ Y3+ + Yo n Y'2+"'+Y2n£>1 1 1y _ 1
S\ 2n+1 n+1 2n + 1 n 2\r2  r2) g2
Ainsi, T A Yo oA A Ve e 1
n n n n—1 72

On peut faire de méme avec les motifs de longueur trois, en groupant les variables de trois en

k Nb ps 1

trois, puis pour les motifs de longueur k. Donc pour tout k > 1, Vb € A*, — — —-.
n r

Remarquons maintenant que {z est normal en base r} = ﬂ ﬂ {% — Tik .

kEN be Ak
Or Vk > 1, Vb € A¥ P( — %) = 1 et comme la probabilité d’une intersection fini ou

dénombrable d’événements de probabilité 1 vaut 1, on a P({x est normal en base r}) =1
ETAPE 3, On conclut en remarquant que {x est normal} = ﬂ {z est normal en base r}, ce qui

r>2
reste une intersection dénombrable d’événement de probabilités 1 donc P({x est normal}) = 1,

c’est a dire que presque tout x de [0, 1] est normal. O

Remarque. Le résultat est amusant mais ce développement ne rentre que dans la lecon sur

indépendance. Je ne sais pas si c’est un développement pertinent.

Références.
QUEFFELEC et ZUILY, Analyse pour ’agrégation page 503 et page 550.
Voir aussi APPEL, Probabilités pour les non-probabilistes pages 218 et 219.
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Démonstration de l'unicité du développement.
Soit B I’ensemble des suites € = (g, )n>1 d’élément de A telles que lime,, <7 —1. Sie € B et
o

p
* En En Ep+1 r—1 1 1
p € N* on pose Sy (¢) = E o et S(e) = E el Or Sp11(e)—Sp(e) = beil < s

n=1 n=1

)

- 1 1 e e _
d’ott Sp41(e)+ e < Sp(e)+ —p avec une inégalité stricte pour une infinité de p donc S, (e)+r—7?
décroit de fagon non stationnaire vers S(e).

Soit maintenant a = (o, )n>1, & # €, soit p le plus petit indice tel que v, # €,. Si par exemple
p—1 p—1 p—1

€ € «a € « a, —1

-n 4 p § _n 4 -p < _n + p

rr rP rh rP rr rP
n=1 n=1 n=1

S(e) < Sp(e) +7r7P < Sp(a) < S(a) et S(e) < S(a). On voit méme que 'ordre lexicographique

sur B correspond & Pordre naturel sur [0, 1]. O

1
ap, > g, on a Sy(e) = = Sp(a) — e d’ott

Tentative de démonstration pour un motif de longueur k.

Soit b = (by,...,bx) € AF, on pose Vi, Z; = Lic,=by,...coin_1=by}- Ces v.a. sont indépendantes

de kenk: (Z1,Zks1, Zoky1,--.) sont indépendantes, (Za, Zx12, Zokt2, - .. ) sont indépendantes,
s (Ziy Zok, Zs, - . . ) sont indépendantes.

Ty 4 Tt oot Zy s 1
On va montrer que Yn > 1, == that ot 22 —-, pour cela montrons que
n T
. Zi+Zo+ -+ Zpgyj ps 1 .
Vi € (|0, k — 1], okt 1 B2, T On note 0(i,n) = Zi + Zyyi + - + Z(n—1)k+i-
Pour tout i € [|1, k|| pour tout n > 1les v.a. Z;, Zx 1, - - -, Z(n—1)k+s Sont indépendantes de méme
; "
lois donc la loi forte des grands nombres implique M REEN — = P({e; =b1,...,8i45—1 = bi}).
r
J k
On remarque alors que Vj € [|0,k — 1|, Z1 + Zo+ -+ + Zppyj = Zo(i, n+1)+ Z o(k,n).
i=1 i=j+1
Eneffet , Zy +Zo+ -+ Zppyj = Zi+ Zppr+ o+ Z—vykt1 + Znksr Jo(ln+1)

+ Zo+Zyyot+ o+ Zi—yks2 + Znky2 }o(2,n+1)
+ Zij+Zirjt o+ Z—1kts T Znk+y to(jn+1)

+ Zp+ Ziyk+ ot Zip—1)ktk yo(k,n)

J . k
Done Z1+Zz+.“.+2nk+j:ZJ(Z7n+-1) Z a(k,n?
nk + j pat nk + j :an—l-J
k j k
n+1 o(i,n+1 n  o(k,n) ps 11 11 1
*anﬂ Gy ATy S Y e
i=j+1 i=1 i=j+1
T+ Zo4 -+ 2y ps 1 AR A
Ce qui montre que Vn > 1, 1tdet e p—>—k, alors@: i Rl kAL
n r n n
n—k+1\ Z1+Zo+ -+ Zy_p41 ﬁ)i 0
n n—k+1 rk
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