Développements pour I'agrégation - Analyse INTEGRALE DE GAUSS

6 Calcul de l'intégrale de Gauss

6.1 Premieére version par une équation différentielle

+oo 2 s
Lemme. Va > 0, / e dr=,/—
oo V a

Démonstration.

az® est pair, et intégrable sur R* (car e = o(Z5)) donc sur R.

—ta? —ta?

dz et f(t,x) :=

La fonction z — e~

e
1422 1+a2
e On va montrer que ¢ vérifie une certaine équation différentielle. On ne peut pas utiliser le

+oo
Posons les fonctions ¢ : [0, +o0[— R, ¢(t) = / ¢

théoreme de dérivation de Lebesgue sur R** car méme en prenant g(z) = Sup;e o 4o %(t, x)
2
15> qui n'est pas intégrable. La dérivée étant une propriété locale, il suffit

de montrer que ¢ est dérivable sur tout intervalle Ja,b[ avec 0 < a < b :

on obtient g(x) =

1 Hoo
i) Vt € [0,400[, x — f(t,x) est intégrable car f(z,t) < o2 et /_oo mdx =, en
particulier  — f(t,x) est intégrable sur |a, b|.

of r2e—tr?

ii) t+— f(¢, ) est dérivable sur RT* et E(t,x) =— (en particulier sur Ja, b ).

1+ 22
z2eta” 2 2
iii) Vt €la, b, T2 ‘ T < e7% qui est intégrable.
+oo x267t:c2
Le théoréme s’applique donc V0 < a < b, Vt €a, b ¢ est dérivable et ¢'(t) = / Tia2 dx
o T
Ce qui est donc vrai pour tout ¢t dans R.
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= / e da 4+ ¢(t) = 7 +o(t)on I = / e~ du (changement de variable u = /).

On peut résoudre cette équation différentielle sur ]0, 400 et Yy > 0 :

vt €]0, +ool, ¢(t) = ¢(y)e' — </ —=e “du> ¢

Or ¢ est continue en 0, en faisant tendre y vers 0 on obtlent

vt € RY, ¢(t) = ¢(0)e —(/ e“du) t

Vi
On écrit : / —67“ du = 2[/ e da (changement de variable T = /u).
0

Vit
1
Avec ¢(0) = / T3 22 dz = 7, on obtient ¢(t) = (w - 2]/0 e dm) e.

+oo —tx +o0 T
e Or Vt € RY, ¢(t) = / 16+ p dz < / e dg = 7i donc ¢(t) — 0 quand ¢ — 400,

Vit NG ) +o0 )
on en déduit que : 2]/ -y — m, et comme 2[/ e doe —— 2[/ e ¥ do
0 0 0

t——+oo t——+o0
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avec e ¥ doe == e dﬂczilonazﬂ'zl et e dr = /7.
0

2)_w —0
D’ou le résultat par changement de variable (u = % pour a > 0). O

Remarque. Ne fait pas parti de ma liste finale de développements.

Références. CANDELPERGHER, Calcul intégral pages 46.

6.2 Deuxiéme version par changement en coordonnées polaire

o0 5
Lemme. / e " dx =1

—0o0

Démonstration.

1
P)

On pose I = fj—;o e~ dx, cette intégrale est fini car e =0 (w

) en +oo. Par Fubini, les

fonctions intégrées étant positives on obtient que :

too 2 too 2 2 2
I? :/ e dxx/ e Y dy:/ e” % 7Y dady
—00 —0o0 RxR

Soit ¢ le C! difféomorphisme R* x [0,27r] — R xR , par changement de va-
(r,0) —  (rcos(f),rsin(f))
riables (r,0) — (z,y) :

I = / e Y’ dady = / 67T2(C052(9)+Sin2(0>)|J¢(T,g)| drdf = / e~ rdrdd
RxR R+ x [0,27] R+ x [0,27]
2 6) Zrsin(d 0 in(0
En effet, Jo (.0 = %TTCOS( ) %Trs?n( ) = COS,( ) sin(6) = r(cos?() +sin?(9)) = r Par
’ sp7cos(0)  zrsin(0) —rsin(f) rcos(6)
Fubini, on obtient :
77”2 +oo 2
12:/ eiﬂdrx/ df =27 x |— =T _x
R+ [0,27] 0 2
On obtient ainsi I = /7. O

Références.

Voir GOURDON, Les maths en téte : analyse : mathématiques pour MP*, page 335 pour des idées.

PM*T 44 2021-2022



