DETERMINANT DE GRAM ET INEGALITE DE HADAMARD

[Gou09, §5.3, p262-263]

ENONCE

Soit (E, (. | .)) un espace préhilbertien (réel ou complexe).

THEOREME. [DISTANCE A UN SOUS-ESPACE VECTORIEL]
Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie n et muni d’une base (e1, ..., e,).
Alors pour toutx € E,ona:

Glel,...,en, )

G(el,...,en)

d(z, F)? =
THEOREME. [INEGALITES DE HADAMARD]
(i) Soientxy,...,x, desvecteursde E. Alors G(z1,...,z,) <[], [EA[
(i) Soient x1,...,x, des vecteurs de C". Alors |det(z1,...,x,)| < [Ty ll@illy ot []],
désigne la norme hermitienne standard sur C™.
Dans les deux points, on a égalité si et seulement si la famille (x;)1<;<,, est orthogonale ou si
l’un des vecteurs est nul.

DEVELOPPEMENT

Remarquons que le déterminant de GRAM d’une famille de vecteurs liée est nul, par linéarité du
produit scalaire. Réciproquement, si le déterminant est nul, les vecteurs colonnes des produits
scalaires sont liés, donc il existe k € [1,n] et (A¢) ¢ coefficients non tous nuls tels que :

Vie[Lnl, (eilen) = Aeleiled = (el D Aeed),

£k £k

etdoncey, — Z#k Aeey € Vect(eq, ..., e,) . Mais ey, — E#k Aeeg € Vect(eq, ...
er — Z[#k Aeee = 0 et la famille de vecteurs est liée.

,€n), donc

Montrons alors le premier théoréme.

1. F étant de dimension finie, on a que d(z, F) est atteint en la projection f € F' de x, ainsi
d(x, F) = ||z — f||. Par définition de f, notons que:
. 2 2 2
Vi € [1,n], ]I = I[LAI7 +llz = £ -

(e1 | x)

(x|ei)=(fe) et

2. OnaMg(e1,...,en,z) = Mea(et,...,en)

(en | )
Tk

(@] en) |

(z|e1)

D’ou par linéarité par rapport a la derniere colonne::

(e [ f)
— Megler, ... en)
Glel,...,en, ) G\€1 <6n|2f>
(f lex) (f Tea) [ 111
0
+ Megler, ... en) :
0
(fler) (flen) | llz—fI?
=Gler, e f) 4 lz = fII* - Gler, ... en)
G(ela"'aenyx):d(x’F)Q'G(elv"'ven)a

car f € F = Vect(ey, ..., ep).

Montrons désormais le second théoréme.

1. Silafamille (z1,...,xy,) est liée, alors G(x1, ..., z,) = 0 et I'inégalité est évidente. On
montre par récurrence sur n € N* qu’une famille de n vecteurs libres de E vérifie 'inéga-
lité, avec égalité si et seulement si ils sont orthogonaux.

« Sin=1,0onaG(z1) = ||=1]*

+ Supposons la propriété vraie au rang n. Soient (z;)1<;<n+1 des vecteurs libres de E.
Notons F' = Vect(z1,...,,) et considérons f la projection orthogonale de x,, 1
sur F. Alors :

G(z1,... Tns1) = Gz, ..., 2n) - ||tns1 — f]|*  par le premier théoréme
) = 2 2
[Tzl - flnss = £1
=1

n

2 2
Glar,e s wnr) < [Tl llzasall”
i=1

=

par hypothése de récurrence

ESEEVAN

comme |z 11 — fI|* < [@ngs — P+ 1 = @il
On a de plus égalité dans (1) si et seulementsila famille (z;)1<;<, est orthogo-
nale (par hypothése de récurrence) et dans (2) si et seulement si |[z,1 — f||* =
| #n41]]%, Cest-a-dire || f||* = 0, ou encore x,, 4 est orthogonal aux (z;)1<i<n-
On a donc montré ’hypothese de récurrence au rangn + 1.

D’ou le résultat par principe de récurrence.

2. Notons que Mg(z1,...,2,) =
(x;)1<i<n. On applique alors le point précédent avec G(x1, . ..

NTN ou N est la matrice de vecteurs colonnes les
@) = |det(N)[.
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