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Agrégation de Mathématiques

Méthode de Laplace
D’apres Garet—Kurtzmann, De l’intégration aux probabilités, deuxieme édition.

Théoréme 1. Soient g et h des fonctions mesurables de Ry dans R. On suppose
que :

— h est strictement décroissante,

— onaen0 :h(z)=h(0)—cxP +o(xP) avec ¢ >0 et § >0,

— onaen0 :g(x)~ Az avec a > —1 et A # 0,

— fR+ lg(z)|e™®) dax < +o0.
Lorsque t tend vers Uinfini, on a ’équivalent :

a+1

—+oo
I(t) = / g(2)et™@ dX(z) ~ A" Ot (ct) ™ K, 4,
0

avec Ko g = %I‘(O‘T'H)

Remarques

— On vérifie sans peine que le résultat est encore vrai si les intégrales et les
fonctions ne sont pas définies sur [0, +-o00[, mais sur [0, M| avec 0 < M <
+00.

— si h n’est pas décroissante, on peut souvent découper l'intégrales en petits
morceaux de maniere & s’y ramener (éventuellement modulo un change-
ment de variable)

Etapes de la preuve

1. On commence par montrer que tout ce qui est important se passe autour
de 0 : pour 6 > 0, on pose

I5(t) = /[0 ; g(x)et™ @ d\(x) et Rs(t) = / g(x)et™ @ dx(x).

[6,400]

et on montre que
Rs(t
im0 g,
t—=+00 h(0)t4— "B

2. On exprime f[ =" d\(u) & l'aide de la fonction T.

0,00 u®e

3. Avec un changement de variable, on réécrit I'intégrale comme une intégrale
a parametre pour faire de la convergence dominée : pour § > 0, on pose
qs(z) = i(;”g]][o,g] (2) et r(z) = MO=2D - 61 4 alors

cxh

—r u uﬁ
AehOt(ct)™ 5 R, (ct)t/P




4. On conclut.

Démonstration. 1. Pourx >dett>1,0na
ATTENTION : étape super pas naturelle! A réviser!

th(z) = h(z) + (t — 1)h(z) < h(z) + (t — 1)h(J),

d’ou
Ro(®) = | [ o @)gla)e™ ™) dN(o)
Ry
< [ lg@leh@H DO arz)
Ry
< Celt=DM) ayec C = lg(z)]e"®)  dX(z)]
Ry
On a donc %)1 < %e_(h(o)_h(‘s))tt%l qui tend vers 0 par crois-

-
ehO)ty F
sance comparée des fonctions puissance et exponentielle.

2. Avec le changement z = u”, on a

1
/ ue™’ d\(u) = f/ ua_ﬁﬂe_“ﬂﬂuﬁ_l d\(u)
R, B Jr,
_1 (uﬁ)a%l_le*“ﬁﬁuﬂfl dA(u)
1 atl gy _ 1 _ a+1
8 e PdNx)==T'(—) = Ko35.
(z) = 5T(=5~) 5

“ 8,

3. Comme % et M ont une limite 1 en 0, on a tout de suite 1’exis-

cxr
tence de § tel que |gs(z)| < 2 et r(z) > 1/2 pour x €]0,]. On réécrit

alors simplement

X
Ii(t) = [ Ty (x)Ax“%e“h(O)*w”(r)) A\ ()
R, €z

:146}1(0)t/]R maq(;(x)e—cta:ﬁr(w) d)\((E)
+

A h(0)E g — L U o, "\ )
= A"V (et)” B /R+q5 <(ct)1/5>u e < ) d\(u)

avec le changement de variable affine (ct)+/5 =z, et donc

_ L® :/ s v uo‘eir<<ct>’+/ﬁ>qﬁ d\(u).
Aeh(o)t(ct)f%l Ry (ct)t/B



4. On a

— —u B
%( u )uae ’"<(ct)1/5)“ < wle /2

(ct)t/B

qui est intégrable. De plus, pour tout u > 0, on a

. U *T( . )uﬂ B
o %( )“ae (en/? =u%e ",

t——+oo (ct)l/ﬁ

et le théoreme de convergence dominée nous donne

Is(t
lim % = Koz,ﬁ'
t=too Aeh(O)t(ct)™ 7

Comme I(t) = I5(t) + Rs(¢), cela donne le résultat voulu avec le premier

point.
U

Remarque : il peut étre plus malin de reporter tout a la fin le point 2. Si on n’a
pas le temps de faire, ce n’est pas tres grave, ce n’est pas le coeur de la preuve.



