
si A notherien, alors A[X] noetherien aussi

Lemme 1. Soit A un anneau intègre. On a équivalence entre :

i. A noetherien ;

ii. tout suite croissante d'idéaux de A est stationnaire ;

iii. tout ensemble quelconque d'idéaux de A a un élément maximal.

Démonstration.

i) ii : Soit (In) croissante, alors
S
n

In est un idéal donc engendré par des a1; :::; am qui, étant en

nombre �ni, sont bien dans un même In0.
ii) iii : Soit fIi; i2 Ig un ensemble d'idéaux de A sans élément maximal. On construit la suite
strictement croissante (I1; I2; :::) par récurrence et elle contredit (i).

iii) i : Soit I un idéal de A.
Soit E l'ensemble (non vide car f0g 2 E) des idéaux de type �ni inclus dans I et soit J maximal
dans E . Soit a2InJ alors J +(a)= I (vu que J est maximal) donc I est de type �ni. �

Théorème 2. Hilbert Si A est noetherien, alors A[X ] aussi (et donc A[X1; :::; Xn] aussi).

Démonstration. Soit (In) une suite croissante d'idéaux de A[X ].
Soit dk(In) l'ensemble des coe�cients dominants des polynômes de degré k de In.

d1(I1) � d1(I2) � ::: � d1(In1)
d2(I1) � d2(I2) � ::: � d2(In1)
��� ��� ��� ���

d`¡1(I1) � d`¡1(I2) � ::: � d`¡1(In`¡1)
d`(I1) � d`(I2) � ::: � d`(Im)

Figure 1.

Remarquons que :

� dk(In) est un idéal de A ;

� dk(In)� dk+1(In) (car XIn�In) = croissance verticale ;

� dk(In)� dk(In+1) (car In�In+1) = croissance horizontale ;

� In=In0 ssi pour tout k on a : dk(In) = dk(In0).

Les (dk(In))n sont croissantes donc stationnaires à partir d'un dk(Ink).
De plus l'ensemble d'idéaux fdk(In); k; ng admet un d`(Im) maximal.

Maintenant, soit N le max des fm;n1; :::; n`g. Montrons que (In) est stationnaire à partir de N .

Soit n>N .

� soit k> `, alors par croissance horizontale puis verticale, on a :

d`(Im)� d`(In)� dk(In) et d`(Im)� d`(In)� dk(IN)
donc, par maximalité, dk(In)= dk(IN) (tous deux égaux à dk(Im));

� soit k6 `, alors, (dk(In))n étant stationnaire à partir de nk6N on a : dk(In)= dk(IN) ;

� pour tout k, on a dk(In)= dk(IN) et donc In= IN. �
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